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Presentacion

Este libro es uno de los productos del trabajo realizado dentro de las actividades del
proyecto de investigacion denominado “La incorporacion de las herramientas
digitales en la ensefianza de funciones en el nivel medio superior” que se llevo a
cabo en la Facultad de Ciencias Exactas con el apoyo del Programa para el Desarrollo

Profesional Docente, para el Tipo Superior (PRODEP) dentro de la convocatoria de
Apoyo a la Incorporacion de NPTC 2017 con clave UJED-PTC-122.

Como parte de este proyecto, se llevo a cabo un diplomado que tuvo como objetivo
promover en profesores de matemadticas de secundaria y bachillerato, de manera
inicial, el andlisis de las caracteristicas y propiedades del concepto de funcién para
que, posteriormente, desarrollaran conocimientos sobre funciones a través del
trabajo con actividades que propiciaran el uso coordinado de herramientas digitales
como la hoja electronica de cdlculo, sistemas de geometria dindmica e Internet
(enciclopedias en linea, sitios de informacion de acceso publico, videos). También,
se promovio el analisis y la reflexion sobre el proceso de elaboracion y caracteristicas
de secuencias didacticas que involucren la incorporacién de herramientas digitales
para favorecer la comprension y construccion del conocimiento matematico en los
estudiantes. En este sentido, se promovid que los profesores, ademas de profundizar
en su conocimiento sobre funciones, ampliaran sus recursos para fomentar el uso de

tecnologias digitales dentro del aula de matematicas.

En este diplomado participaron diez profesores de matematicas de secundaria y
bachillerato de la ciudad de Durango, México, los cuales en la ultima parte del curso
se involucraron en el disefio de tareas matematicas que promovieran la construccion
de conocimiento sobre funciones en sus estudiantes, apoyados del uso de
tecnologias digitales. Como resultado de este proceso, se tuvo el disefio de 14
actividades en las que se abordan algunas ideas fundamentales sobre funcion lineal,
funcion cuadratica, funcion racional, funciéon exponencial, funciéon logaritmica,
funciones trigonométricas (funcidn seno), funciones monotonas y se incorporo el
uso del Sistema de Geometria Dindmica (SGD), GeoGebra, la hoja electronica de

calculo e Internet.

Previo al disefio de cada una de las secuencias didacticas se analizaron cuatro

aspectos relevantes que deben ser considerados: (1) el objetivo de aprendizaje; (2)



las actividades de aprendizaje, (3) el pensamiento de los estudiantes, y (4) los

conocimientos previos de los estudiantes, tanto matematicos como tecnologicos.

Como parte del objetivo de aprendizaje, de maneral general, en las actividades se
pretende analizar y reflexionar sobre las principales ideas que giran en torno al
estudio del concepto de funcion. Se consideraron las cinco grandes ideas sobre
funciones propuestas por Cooney, Beckmann, & Lloyd (2010): el concepto de
funcioén, covariacion y tasa de cambio, familias de funciones, combinacion y

transformacion de funciones y multiples representaciones de funciones (Figura 1).
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Figura 1. Cinco Grandes Ideas sobre Funciones (Cooney et al., 2010).
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(Qué es una funcion? ;Cuadles son las principales caracteristicas que definen a una
funcion? ;Qué tipos de funciones existen? ;Como se caracterizan los diferentes tipos
de funciones? ;Qué condiciones se deben cumplir para que dos funciones puedan
combinarse? ;De qué manera se representa una funciéon? Son algunas de las
preguntas en las que se basa el conjunto de actividades disefiadas. De manera
especifica, en cada una de las actividades, se enfatiza y profundiza en algunas ideas
fundamentales que seleccionaron los profesores participantes, las cuales se

comentan en la descripcion del objetivo de cada actividad.

Las actividades de aprendizaje estdn inmersas dentro de un ambiente de resolucion
de problemas. Se consideré que los problemas involucrados, realmente sean un
problema para las personas que se espera que lo resuelvan, es decir, que sean una
tarea que implique un reto para ellos. En este sentido, en este libro, un problema es

considerado como una tarea en la cual aparecen los siguientes componentes:

» La existencia de un interés; es decir, una persona o un grupo de individuos quiere o

necesita encontrar una solucion.



» La no existencia de una solucion inmediata. Es decir, no hay un procedimiento o
regla que garantice la solucion completa de la tarea. Por ejemplo, la aplicacion
directa de algtin algoritmo.

» La presencia de diversos caminos o métodos de solucion (algebraico, geométrico,
numeérico). Aqui, también se considera la posibilidad de que el problema pueda
tener mas de una solucidn.

» La atencién por parte de una persona o un grupo de individuos para llevar a cabo
un conjunto de acciones tendientes a resolver esa tarea. Es decir, un problema es tal
hasta que existe un interés y se emprenden acciones especificas para intentar
resolverlo. (Santos-Trigo, 2007, p. 51)

En las actividades se promueve el desarrollo del pensamiento matematico el cual
involucra la formulacién de preguntas, conjeturas, relaciones y el uso de distintos
tipos de argumentos (Santos-Trigo & Barrera-Mora, 2005). Ademas, se pone especial
atencion a que el tipo de problemas permitan no solo buscar respuestas o
explicaciones, sino también pensar en torno al significado y formas de razonamiento
asociadas con la solucion de los problemas. También, se fomenta que el resolutor
constantemente refine y transforme sus ideas y formas de pensar por medio de la
comprension o desarrollo de ideas matematicas que conlleven procesos de reflexién
dentro de un ambiente activo y participativo en una comunidad de aprendizaje
(Santos-Trigo, 2008).

Dick y Hollebrands (2011) enfatizan en la importancia de que los estudiantes usen
la tecnologia como medio para fomentar habitos de resolucion de problemas y
sefialan que las fases del proceso de solucién adquieren otro significado cuando se

incorpora el uso sistematico de herramientas digitales. Dichas fases involucran:

Analizar el problema: identificar cudles herramientas tecnoldgicas son apropiadas

para usar y cuando usarlas.

Implementar una estrategia: hacer un uso util de las herramientas tecnoldgicas y

monitorear el progreso hacia la solucion.

Busqueda y uso de conexiones: especialmente mirando a través de diferentes
representaciones.

Reflexionar sobre la solucion del problema: considerar la racionalidad de los
resultados obtenidos en las herramientas tecnoldgicas, reconocer las limitaciones de
estas, conciliar los diferentes enfoques (con y sin tecnologia) e interpretar los

resultados en el contexto del problema. (p. xiii)



Para la estructura de las actividades se consideraron las fases anteriores y las
propuestas por Polya (1945) como un camino para resolver problemas: comprender
el problema, concebir un plan, ejecutar el plan y examinar la solucion obtenida. Estas
tfases van acompanadas de cuestionamientos constantes por parte del profesor o del
mismo resolutor, para evitar el desvio en el camino de la solucion. Para Polya, la
tarea principal del profesor dentro de la resolucion de problemas es orientar al
estudiante de manera discreta, sin imposiciones, tratar de comprender qué pasa por
su mente y plantear alguna pregunta que pueda dar pistas de algin camino de
solucion. El proposito central de una ensefianza basada en la resolucion de
problemas no es equipar a los estudiantes con un bagaje de estrategias y habilidades,

sino permitirles pensar por ellos mismos (Santos-Trigo, 2007).

Las fases propuestas por Polya (1945) han sido repensadas en términos de la
incorporacion de herramientas digitales en la resolucion de problema. Santos-Trigo
y Camacho-Machin (2011) proponen cuatro episodios que pueden ayudar a
estructurar y analizar las maneras de usar las herramientas digitales en el desarrollo
del pensamiento matematico cuando se resuelven problemas: comprension del
problema, exploracion del problema, diferentes acercamientos hacia la solucion del

problema, e integracion de los acercamientos.

Estos cuatro episodios fueron retomados para el disefio de las actividades que aqui

se presentan.

1) El episodio de comprension del problema es considerado crucial para pensar en
las posibles maneras de resolverlo; aqui se identifican los elementos
relevantes en el enunciado del problema y se piensa en como relacionarlo
para explorar matematicamente el problema.

2) En la exploracion del problema, se utiliza la informacién que se identificd en la
fase de comprension y se elige la manera de representar y explorar el
problema, con la finalidad de observar e identificar patrones y relaciones
entre objetos matematicos, por ejemplo, el uso de un DGS como GeoGebra es
un medio para construir modelos dindmicos del problema que posibilita la
visualizacioén de invariantes y patrones.

3) En el episodio diferentes aproximaciones hacia la solucién del problema, se
promueve la busqueda de multiples estrategias de solucién con la finalidad

de que se tenga la oportunidad de usar diferentes conceptos y recursos para



representar, explorar y resolver problemas; por ejemplo, se pueden
considerar acercamientos dindmicos, algebraicos y geométricos.

4) En el episodio de integracién, se analizan los diferentes acercamientos, los
argumentos que apoyan las estrategias usadas y las justificaciones de las
conjeturas generadas durante las exploraciones.

Este marco permitio estructurar y guiar el diseno de las actividades de manera que
promovieran el desarrollo del pensamiento matematico, haciendo énfasis en la
construccién de modelos dindmicos que permitieran un acercamiento inicial de tipo

visual o empirico hacia la solucion del problema.

El uso de tecnologias digitales ofrece oportunidades tnicas para el andlisis de
problemas, la aplicacion de estrategias, la busqueda y uso de conexiones, asi como
la reflexion sobre las soluciones. “El uso de diferentes herramientas digitales ofrece
la posibilidad de examinar tareas matematicas desde distintas perspectivas que
incluyen aproximaciones visuales, graficas, numéricas y algebraicas” (Santos-Trigo,
2010, p. 310). Ademas, la interaccion con tecnologias digitales permite la utilizacion
de imagenes visuales de las ideas matematicas y la observacion de comportamiento
o relaciones trascendentes en un problema; organizar y analizar los datos del
problema; representar datos en distintos sistemas como el tabular, grafico y
numérico (Santos-Trigo, 2007). De esta manera, el estudiante también puede
establecer conexiones entre diversas areas de las matematicas como, por ejemplo:

aritmética, algebra, geometria y calculo.

La razon por la cual se eligid el uso del sistema de geometria dindmica, GeoGebra,
es porque en este ambiente, los estudiantes o profesores pueden crear un modelo
dindmico en el cual se representen las caracteristicas y condiciones que le dan
sentido al enunciado del problema, mediante objetos geométricos como: lineas,
segmentos, puntos, circunferencias, angulos, entre otros. Ademas, los estudiantes o
profesores tienen la oportunidad de examinar el modelo creado desde diferentes
perspectivas con el objetivo de identificar un conjunto de relaciones y conjeturas, y

justificarlas con argumentos matematicos (Santos-Trigo & Reyes- Rodriguez, 2011).

El movimiento es una de las principales caracteristicas de un DGS. Usar la
herramienta de Arrastre, a través del mouse, permite que los objetos que se
visualizan en la pantalla puedan ser movidos. El arrastre favorece el uso o aplicacion
de algunas heuristicas como la de considerar casos particulares del problema, pues

al construir el modelo dindmico y modificarlo mediante el arrastre se obtiene una



familia de ejemplos que satisfacen el conjunto de condiciones o relaciones que
ayudan a identificar posibles caminos conducentes a la solucién del problema; asi
como la formulacion de conjeturas y generalizacion de resultados matematicos
(Reyes-Rodriguez, 2009). Lagrange y DPsycharis (2014) comentan que las
exploraciones mediante arrastre en un DGS ayudan al estudiante a conceptualizar
la covariacion, pues ciertos objetos geométricos se mueven de manera continua y es
posible observar como la construccion geométrica dependiente responde a ese
movimiento. También, el uso de los deslizadores en GeoGebra ofrece la oportunidad
de variar los valores de parametros y efectuar exploraciones que lleven a la
generacion y prueba de conjeturas, asi como a posibles generalizaciones de casos
particulares (Cullen, Hertel, & John, 2013).

Es asi como, con base en estas ideas, en las 12 actividades disefiadas por los
profesores participantes en el diplomado se encontrard, de manera inicial, el objetivo
general de la actividad y, posteriormente, después de cada pregunta o tarea se tiene
una breve explicacion de lo que se espera que el estudiante realice para que el
profesor lo tenga de referencia de cudl debe ser su participacion y hasta donde los

debe llevar.

De igual manera, en cada actividad se tiene un enlace a los archivos en GeoGebra
que se espera que los estudiantes construyan, o bien, aquellos a los que se hace
referencia dentro de las actividades. También, al inicio de cada actividad se muestra
el nombre del profesor que participé en el disefio, y su correo electronico, con la
intencion de en caso de que existiera alguna duda de la actividad sea posible ponerse
en contacto con el autor. En la altima parte del libro, se encuentran las 12 actividades
acomodadas de manera que el profesor pueda imprimirlas de manera directa para

su aplicacion.

De esta manera, esta coleccion de actividades pretende ser una propuesta para la
incorporacion de tecnologias digitales en la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas a través de la resolucion de problemas. Asimismo, es una invitacion
para que profesores de matematicas se involucren tanto en la implementacion de
estas actividades y nos compartan sus resultados y experiencias, como en el disefio
de mas actividades que aborden otras ideas fundamentales sobre funciones, o bien,
otros conceptos matematicos. Esperamos que este material de apoyo disefiado por
profesores para profesores de matematicas sea de utilidad y promueva la incorporacion

de tecnologias digitales en la ensefianza y el aprendizaje de las matematicas.



Actividades

Funcion lineal
Las siguientes actividades pretenden lograr una aproximacion a la funcion lineal a través de
la resolucion de problemas y el uso de GeoGebra. Por medio de las secuencias de preguntas y
el tratamiento que se realiza utilizando la herramienta tecnologica se busca que los
estudiantes establezcan relaciones entre cantidades variables y puedan reconocer diferentes
representaciones de estas, asi como de las implicaciones de su variacion. También, se espera
que los estudiantes logren dar sentido a conceptos y objetos matemdticos involucrados en la
resolucion de problemas.
1.1) Actividad: Llaves

Autor: Mtra. Dyada Villarreal Soto

Correo: dyadavillareal@gmail.com

En la actividad se analiza el llenado de un estanque usando dos llaves con diferentes caudales.
Lo que podria verse como un problema cldsico de variacion proporcional, intenta ser una
oportunidad para analizar la razon de cambio, la pendiente de una recta y la modelizacion de
un fendmeno utilizando un ambiente de geometria dindmica.
Llaves

Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6
horas. ;Cudnto tiempo tardaran en llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves
al mismo tiempo? Justifica tu respuesta.

1. ¢Cuantos litros de agua aporta la llave 1 en una hora?

2. ;Qué parte del estanque se llena con la primera llave en una hora?

3. ;Qué parte del estanque se ha llenado después de abrir la llave 1 durante una

hora y media?

La intencion de las primeras tres preguntas es dirigir la atencion de los estudiantes al andlisis
del llenado del estanque. Primero, se pretende que los alumnos reconozcan que, usando la
primera llave después de una hora se habrd llenado una cuarta parte del estanque. Después,
con la pregunta tres, se busca que los estudiantes desarrollen una estrategia para calcular la
fraccion del estanque que se llena para una cantidad cualquiera de tiempo.

4. ;Cuantos litros de agua aporta la llave 2 en una hora?

5. ;Qué parte del estanque se llena con la segunda llave en una hora?

6. ¢Cudnta agua habrd en el estanque si se abre solamente la llave 2 por cuatro

horas?



Como se penso al inicio de la hoja de trabajo, las preguntas 4, 5 y 6 tienen la intencion de que
los alummnos reflexionen sobre el llenado del estanque, esta vez con la sequnda llave.
Se espera que logren concluir que, en cada hora se llena un sexto de la capacidad del estanque.
7. ;Como sera el llenado del estanque utilizando las dos llaves de forma
simultanea?
Esta prequnta plantea el problema en el que se centra la atencion durante esta actividad. Se
pretende que los alumnos adviertan que el estanque se llenard mas rdpido si se usan las dos
llaves de manera simultdnea, por lo tanto, el tiempo de llenado debe ser menor a cuatro horas.
8. ¢Qué pasaria si se abrieran las dos llaves durante tres horas?
Los estudiantes pueden hacer una prediccion o estimacion para contestar la pregunta. Si han
logrado comprender que el tiempo de llenado debe ser menor a cuatro horas, con esta pregunta
se busca que se acerquen a la respuesta de la prequnta 7.
9. (Qué parte del estanque se llena con las dos llaves en una hora?
Hasta este momento se ha concluido que usando la primera llave el estanque se llena a un
cuarto de su capacidad y que. usando la segunda se llena un sexto del total. Se espera que los

alumnos propongan sumar 1/ 4Y 1/6' obteniendo que, al cabo de una hora, el estanque se

habria llenado hasta 5/ 17 de su capacidad.
10. ;Cuanto tiempo deben estar abiertas las llaves, simultdneamente para que el
estanque se llene completamente?
La pregunta devuelve la atencion a la cuestion principal. Si los alumnos saben qué fraccion
del total se habrd llenado después de una hora, pueden trabajar numéricamente en encontrar
la respuesta. Se propone la exploracion del fenomeno a través de una construccion dinamica
en GeoGebra para profundizar en el comportamiento del llenado del estanque.
Explorando en GeoGebra.
Utilizando GeoGebra analiza y explora el llenado del estanque a partir de la
informacion disponible y reflexiona:
11. ;Qué variables puedes identificar asociadas al problema y cémo las
relacionas con los ejes del plano cartesiano?
Se pretende que los estudiantes asocien el eje Y con la capacidad del estanque y el eje X con
el tiempo expresado en horas.
12. Coloca un punto A en el eje Y que represente la capacidad del estanque, ;Qué
valor seria adecuado para mostrar que el estanque esta lleno? ;Por qué?
Puede discutirse si el punto A puede ubicarse en cualquier lugar. Si bien puede encontrarse

la solucion del problema graficamente, aunque se ubique el punto A en cualquier lugar del



eje Y, es importante, para el andlisis posterior, que se localice en 1 ya que se habla del estanque
como unidad.

El profesor puede orientar a los alumnos para que ajusten la escala del eje Y y la visualizacion
sea mds conveniente.

13. Traza una recta perpendicular al eje Y que pase por el punto A.

14. Traza un punto B sobre el eje X pasando por 4 y una perpendicular al eje
pasando por B.

15. Marca el punto C que se encuentra en la interseccion de las dos rectas
perpendiculares. En el contexto del problema, ;Qué significado tiene ese
punto?

Se pretende que el estudiante reconozca que este punto de interseccion representa el momento
en el que el estanque se encuentra lleno al emplearse la llave 1, cuatro horas.

16. ;Como representas el tiempo que tarda la segunda llave? Realiza los trazos
necesarios para mostrar el llenado por medio de la llave 2.

Con los trazos anteriores como antecedente, se espera que los alumnos tracen una recta
perpendicular al eje X pasando por 6 y localicen el punto E (6,1).
El profesor puede auxiliar a los alumnos que lo requieran para completar la tarea.

17. Traza el segmento i desde el origen hasta el punto C. Colorea el segmento de
azul.

18. Traza el segmento j desde el origen hasta el punto E y coloréalo de rojo.

19. Coloca un punto P moévil sobre el eje X que permita representar una cantidad
de tiempo variable.

20. Traza una recta k, perpendicular al eje X, que pase por el punto P. Esta
perpendicular interseca a los segmentos i y j.

21. Coloca un punto G en la interseccién de la recta perpendicular k con el
segmento i. Traza un segmento desde P hasta G (segmento [), ;Qué
representa este segmento?

Se espera que los alumnos contesten que el segmento representa la parte del estanque que se
llena cuando ha transcurrido la cantidad de tiempo dada por P mientras se utiliza solamente
la llave 1.

22. Ubica el punto P en (1, 0), en este momento, ;qué significa la posicion del

punto G?
El punto G indicard en este momento que se ha llenado % o 0.25 de su capacidad.
23. Coloca un punto H en la interseccion de la recta k con el segmento j y traza

el segmento m desde P hasta H ;Qué representa este segmento?



El segmento representa la parte del estanque se ha llenado al usarse solamente la sequnda
llave, por ejemplo, si P se encuentra en (1,0), el segmento m medird 1/6.

24. Ahora se desea representar graficamente la cantidad de agua que hay en el
estanque si se usan las dos llaves de forma simultdanea para su llenado, para
esto suma las longitudes de los segmentos [ y m. Introduce el siguiente texto
en la barra de entrada:

Suma=l + m
Centra tu atencion en el resultado de la suma, ;Cudnto tiempo se necesita para que
el estanque se llene hasta un cuarto de su capacidad usando las dos llaves de forma
simultanea?

25. Coloca un punto S que represente la cantidad de agua que hay en el estanque
en una cantidad P de tiempo y muestra sus coordenadas. En la barra de
entrada escribe lo siguiente:

S=(x(P), Suma)
El profesor puede socializar sobre el significado de la suma de los segmentos | y m, incluso
puede hacerse referencia a la pregunta nueve -que implicaba que los alumnos sumaran la
cantidad de agua que aporta cada llave en una hora- y pedir a los alumnos que coloquen el

punto P en 1 para que comparen el resultado que habian obtenido con la informacion provista
por su construccion en GeoGebra. Se espera que comprueben que 2 ~ 042 (debe
12

mencionarse que el software hace un redondeo).
En lo que respecta al punto S, x(P) se refiere al valor de la abscisa de P, que indica el tiempo
transcurrido; y la parte “Suma” hace referencia a la cantidad de agua vertida en el estanque
por las dos llaves.
26. Mueve el punto P. ;Cémo identificas el momento en el que el tanque esta
lleno?
27. Usa tu construccion para contestar: ;Cuanto tiempo deben estar abiertas las
llaves, simultaneamente para que el estanque se llene completamente?
Para profundizar
28. Obtén el lugar geométrico del punto S cuando se mueve el punto P. ;Qué
caracteristicas tiene el lugar geométrico que encontraste?
29. ;Como te ayuda el lugar geométrico para responder a la pregunta 27?
Con la pregunta 28 y 29 se espera que el estudiante identifique que la solucion se encuentra
en la interseccion de la recta y = 1 y el lugar geométrico. Sin embargo, en GeoGebra no es

posible ubicar ese punto mediante el comando “punto de interseccion”, por lo que surge la



necesidad de encontrar la formula del lugar geométrico para poder trazarlo directamente.
Para lo anterior se sugieren las prequntas siguientes.

30. Obtén la pendiente del segmento i, ;como interpretas este valor?

31. Obtén la pendiente del segmento j, ;qué significado tiene este valor?

32. Obtén la pendiente del lugar geométrico, ;Qué observas?
El andlisis de la pendiente tiene la intencion de establecer relaciones entre la representacion

grafica que se ha hecho del problema y el andlisis numérico que se realizo al inicio de la

actividad. La pendiente del segmento i es % = 0.25 (parte del estanque que es llenado en una

hora por la llave 1), asi mismo, la pendiente del segmento j es % ~ 0.17.

Sin embargo, los estudiantes encontrarin que no pueden obtener la pendiente del lugar
geométrico de S. El profesor deberd tratar esto con los estudiantes y plantear la necesidad de
encontrar una recta que represente grificamente el llenado del estanque con las dos llaves y
por lo tanto, su expresion algebraica para poder trazarla.

33. ;Cuadl es la expresion algebraica que modela el llenado del estanque?
El profesor puede apoyar a los alumnos para que formulen la expresion y = %x

34. Graficd en tu construccion la expresion anterior, ;Cudl es la pendiente de esta
recta?
35. ;Qué sucede con el lugar geométrico después de 4 horas? ;Por qué crees
que ocurre esto?
Después de 4 el lugar geométrico no existe puesto que depende de la suma los segmentos | y
m, mismos que describen el llenado del estanque por las llaves 1 y 2, respectivamente. A
partir de 4 horas, el segmento | ya no existe.

En el archivo https://www.dropbox.com/s/mxcssi7pkp8jzvm/Llaves.ggb?dl=0se encuentra el
modelo dindmico del problema, que se espera que construyan los estudiantes.



1.2) Actividad: Soluciones
Autor: Mtra. Dyada Villarreal Soto

Correo: dyadavillareal@gmail.com

La actividad se centra en la observacion de la composicion de una solucion de agua y sal. Los

alumnos exploran las relaciones entre variables y ponen en juego la dependencia de las estas.

Andlisis del comportamiento de la concentracion (qué significa la concentracion al 0%)
Soluciones

Agua al 5% de sal
Un tanque contiene 80 litros de agua al 5% de sal.
1. ;Qué significa la expresion “al 5% de sal”?
2. ;Qué cantidad de sal contiene cada litro de agua al 5% de sal?
3. ¢Qué cantidad de sal se tiene en 20 litros de solucion al 5% de sal? ;Y en 25
litros? ;Qué procedimiento usas para averiguarlo?
4. Completa la siguiente tabla representa las cantidades de agua y sal en una
solucion de agua al 5% de sal.
Cantidad de liquido
(en litros)
1
5
20
40
50
80
X

La tabla tiene como proposito consolidar el significado de la relacion que se analiza. Agua al

Cantidad de sal

5% de sal implica que en una cantidad cualquiera de liquido (al 5%) 5 de 100 partes son sal.
Se busca que los alumnos lleven a cabo el desarrollo de una estrategia que les permita llenar
la tabla sin perder de vista la relacion establecida entre las dos variables.

Hacia el final, se recomienda al profesor orientar la atencion del alumno hacia la
generalizacion. Si llamamos x a la cantidad variable de solucion y se denota con y a la

cantidad de sal —dependiente de x-, la expresion algebraica que relaciona las variables es y =

. 5 ) ) )
0.05x, o bien, y = 755X sin embargo, se recomienda que sean los alummnos quienes

construyan la expresion con base en su experiencia al completar la tabla.



En GeoGebra

5. ¢Qué variables identificas en el problema y cdmo las puedes asociar a los ejes
del plano cartesiano?

Se ha asociado el eje Y con la cantidad neta de sal y el eje X con la cantidad de solucion. Es
preciso mencionar que la escala mostrada en los ejes debe ajustarse para que sea mds comoda
la visualizacion. Puede socializarse y convenirse en grupo, pero se recomienda que en el eje
X se muestre al menos el 80 (cantidad inicial de agua) y un poco mds, puesto que el problema
plantea la necesidad de agregar agua. Mientras tanto, en el eje Y no se necesita la
representacion de niimeros muy grandes (por ejemplo; el 5% de 100 litros es 5) por lo que
ajustar la escala hasta el 5 0 6 es adecuado.

6. Coloca un punto A sobre el eje X para representar la cantidad inicial de
liquido (80 litros).

Traza una recta perpendicular al eje X pasando por el punto A.

8. Grafica la expresion algebraica que obtuviste en la pregunta 5. Observa la
grafica resultante, cambia del color de la grafica a verde para identificarla
facilmente.

9. Describe el tipo de grafica que obtuviste.

10. Marca un punto B en la interseccion de tu grafica con la perpendicular que
pasa por A, ;Qué significado tiene el punto B?

Se espera que los alumnos interpreten la posicion del punto B y deduzcan que para 80 litros
de solucion se tendran 4 unidades de sal.

11. Traza una perpendicular al eje Y pasando por el punto B. Si A se encuentra
en 80, ;donde interseca esta perpendicular al eje Y?

12. Cambia el color de la perpendicular a azul y ndmbrala “m”.

13. Al mover el punto A. ;Qué cambia? ;Qué se mantiene constante?

Se espera que el alumno identifique que: (1) al aumentar o disminuir la cantidad de agua,
también aumenta o disminuye la cantidad de sal respectivamente; y, (2) la concentracidn de
sal (5%) se mantiene constante.

14. ;Cambia la concentracion de sal en el agua? ;Cémo explicas lo que sucede?

Al cambiar la posicion del punto A se estd modificando la cantidad de solucion total y por lo
tanto la cantidad de sal también cambia, sin embargo; la concentracion, vista como la razon
“sal entre cantidad total de liquido” no se modifica, se sigue tratando con agua al 5% de sal.
Se espera que los alumnos adviertan que la relacion no se modifica.

15. Utilizando solamente la representacion grafica como referencia, ;es posible

saber cudnta sal hay en 65 litros de agua al 5%? ;Y en 32 litros?



Se pretende que los estudiantes recurran a cambiar la posicion del punto A para responder.
16. Obtén la pendiente de la grafica de la expresion, ;Cémo interpretas el valor
obtenido?
La pendiente de la recta es 0.05, haciendo referencia al 5% de sal presente en el agua. La
intencion de la pregunta es que los alumnos refuercen la idea de que a lo largo de la recta
asociada a la funcion pueden encontrarse diferentes cantidades de agua a los cuales
corresponden determinadas cantidades de sal; sin embargo, la relacion entre estas permanece
constante (concentracion de la solucion).
Agua al 2%
1. Conbase en tu experiencia con la primera parte de la actividad, ; Qué significa
la expresion “al 2% de sal”?
;Qué cantidad de sal se tiene en 15 litros de solucion al 2% de sal?
3. ¢CoOmo se puede calcular la cantidad de sal que hay en una solucién al 2% de
sal?
Las tres prequntas anteriores pretenden hacer un andlisis parecido al que se realizo al inicio
de la actividad. Se espera que para este momento la relacion entre las variables se encuentre
bien afianzada.
4. ;Cuanta agua deberd agregarse a 80 litros de agua al 5% de sal para tener
agua al 2% de sal?
La pregunta plantea el reto principal de la hoja de trabajo.
Es necesario que al discutir la pregunta se reconozca que dada la condicion inicial (se tienen
80 litros de agua al 5% de sal) se tiene una cantidad constante de sal, aquella encontrada
mediante la construccion en GeoGebra.
El profesor debe invitar a los alumnos a reflexionar en el hecho de que teniendo una cantidad
constante de sal (4), se debe agregar agua para que la concentracion pase de ser 5% a 2%, es
decir, hay dos partes de sal por cada 100 de liquido.
A continuacion, se trabajard con GeoGebra para responder la pregunta y profundizar.
Segunda exploracion en GeoGebra
5. Coloca un punto moévil C sobre el eje X a la derecha del punto A para
representar la nueva cantidad de agua, por ejemplo, si ubicamos el punto en
120, ;Qué cantidad de agua se ha agregado?
Se espera que los alumnos contesten que, calculando la diferencia entre la abscisa del punto
Cy ladel punto A, se obtiene la cantidad de agua agregada.
El profesor puede promover que los alumnos tracen un segmento desde A hasta C cuya

longitud también indica la cantidad de agua que se agrega.



6. Traza una perpendicular al eje X que pase por C.
Marca el punto D en la interseccion de la perpendicular anterior y la recta m.
8. Centra tu atencion en el punto D, este nos muestra una mezcla diferente de
aguay sal, ;jsu concentracion de sal es mayor o menor? Explica.
Con esta tarea se busca favorecer la reflexion sobre el significado de los ultimos trazos y que
los alumnos logren percibir que el punto D indica una solucion de agua con sal que, aunque
tiene mds agua que la mezcla inicial, sigue teniendo la misma cantidad de sal (4).
Es deseable que los alumnos adviertan en este caso que la concentracion de sal en la mezcla
ha disminuido, o bien, que no se trata de agua al 5% de sal, sino una concentracion menor.
9. Piensa que se agregan 40 litros de agua a la solucion inicial, ;Donde debes
ubicar el punto C para representar este caso particular?
10. Traza un segmento t desde el origen hasta el punto D, ;Cudl es la pendiente
de ese segmento? ;Qué significa el valor de la pendiente del segmento?
La pendiente del segmento indica el porcentaje de sal para la cantidad de agua indicada por
el punto C tomando en cuenta que la cantidad de sal es 4.
Se recomienda al profesor indicar a los alumnos que modifiquen el redondeo que hace
GeoGebra para evitar que se muestre el mismo valor de la pendiente en un intervalo de valores
en X (cantidad de agua). Para esto, en la pestania de “opciones”, seleccione “redondeo” y
escoja 4 0 5 cifras decimales.
11. ;Cudl es el porcentaje de sal en la mezcla cuando se agregan 40 litros de agua?
12. ;Cuanta agua debera agregarse para tener una mezcla al 2% de sal?
Puede encontrarse la solucion cuando se mueve el punto C hasta el momento en el que la
pendiente del segmento t sea igual a 0.02.
13. ¢Cuadl es el comportamiento de la concentracion de sal en la mezcla, segtin la
cantidad de agua que contenga?
Se espera que el alumno reconozca que a mayor cantidad de agua agregada es menor la
concentracion de sal en la mezcla. Se puede proponer trazar con coordenadas (x(C), pendiente
del segmento t) y observar cudl es el lugar geométrico que describe. Esta idea permite evitar
que el estudiante asocie este tipo de comportamiento con una recta decreciente. Si el
estudiante lo asocia con una recta decreciente, se sugiere cuestionarlo sobre el significado de
la interseccion que tendria esa recta con el eje X, es decir, ;como se interpreta una
concentracion del 0%?
En el archivo https://[www.dropbox.com/s/krppboywozbpnyi/Soluciones.ggb?dI=0 se

encuentra el modelo dindmico del problema, que se espera que construyan los estudiantes.


https://www.dropbox.com/s/krppboywozbpnyi/Soluciones.ggb?dl=0

1.3) Actividad: El mas veloz
Autor: Mtro. Mario Alberto Alvarado Quifiones
Correo: m.beto.alvarado@gmail.com

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes logren identificar la relacion entre el valor
de la pendiente de una recta y el concepto de velocidad de un mévil. Se espera que a través
del uso de representaciones grificas y el uso de GeoGebra deduzcan una manera para calcular
la pendiente de una recta.

El mas veloz

1. Observa la siguiente imagen y responde.

2. De los elementos presentes en la imagen, jcudl se mueve mas rapido?
Enlistalos de mayor a menor y argumenta tu respuesta.
Se considera prudente que el profesor propicie una discusion y que los estudiantes propongan
el término “velocidad”, de tal suerte que también queden implicados los conceptos de
“distancia” y tiempo” y la relacion que existe entre ellos. Una vez concluida esta socializacion
se continua con las siguientes preguntas.

3. (Qué hiciste para decidir cudl de los elementos en la imagen es el méas veloz?

4. ;Qué es velocidad?

5. Al hablar de velocidad, ;qué variables estan involucradas?

6. ¢De qué manera se puede expresar la relacion existente entre las variables?
Con las preguntas 3-6, se espera que los estudiantes reconozcan que, para conocer la velocidad
de un objeto, es necesario relacionar la distancia recorrida en un cierto tiempo. La manera en
la que se puede expresar esa relacion puede variar (enunciado, expresion algebraica, grifico);

. . d
sin embargo, se espera que todas mantengan la idea de que v = —.

7. ;Como podemos representar geométricamente esta relacion?



Con esta pregunta se espera que los estudiantes propongan y reconozcan la necesidad del uso
de un plano cartesiano para representar geométricamente la relacion entre las variables
distancia y tiempo y obtener la linea recta que represente dicha relacion. Se sugiere que, de
manera arbitraria, se seleccione al menos dos de los elementos presentes en la imagen, por
ejemplo, se recomiendan usar el mds veloz y el menos veloz. Lo anterior con la finalidad de
que se pueden comprar las inclinaciones de cada una de las rectas y, con ayuda del profesor,
logren asociar la relacion entre la inclinacion y la velocidad. Es importante mencionar que
las intervenciones del profesor deben estar dirigidas a enfatizar que, a mayor velocidad, la
recta tendrd una mayor inclinacion.

8. Escribe a qué elemento de la imagen representa cada una de las siguientes
graficas. Argumenta tu eleccion.

/

Se incluyen algunas grdficas que no serin seleccionadas debido a que se trata de una recta
con pendiente negativa, una recta vertical y una horizontal. Serd buena oportunidad para
explorar los porqués de tales situaciones y dar significado a la linea horizontal, la linea
vertical y la pendiente negativa, en el contexto que se estd trabajando.



9. En la siguiente tabla, se muestra la distancia que ha recorrido cada elemento
de la imagen, en los primeros segundos. Completa la tabla.

Distancia
Tiempo
Caminante| Corredor | Ciclista | Antilope | Auto Avion

0 0 0
1 3 27 260
2 6 32
3 9 27 48 255
4 64 108
5 45
6 18 1560
7 21 63 112 189 595
8

Constante

de
variacion

La tabla se presenta con algunos espacios en blanco para propiciar el cilculo y que se perciba
la variacion constante.

10. Escribe qué velocidad lleva cada uno. Describe el proceso que utilizaste para
determinar la velocidad.
Durante la socializacion del punto 10 se sugiere que el profesor guie la discusion hacia el

andlisis de los incrementos de la distancia respecto al tiempo y propiciar con ello la expresion:
_ Y2yl
T x2-x1’
llevar al estudiante a asociar la inclinacion con el valor de la pendiente y a su vez con el

para el cilculo de la pendiente. Es importante serialar que este analisis debe

concepto de velocidad.

11. Usa GeoGebra para ubicar los pares ordenados del corredor, ciclista y el
antilope y traza sus rectas respectivas.
Ya que cada uno cuenta con 9 pares ordenados, pareceria tedioso el proceso de para graficarlo;
sin embargo, es una oportunidad para propiciar la discusion en torno al niimero de puntos



necesarios para trazar una recta. De esta manera, basta con ubicar dos pares ordenados para
posteriormente trazar la recta que pasa por ellos.

12. Ahora, utiliza el comando “pendiente” y los datos en la vista algebraica y

completa la siguiente tabla.
Elemento de la Velocidad Expresion .
. . Pendiente
imagen constante algebraica
Corredor
Ciclista
Antilope

El modelo que se espera que construyan los estudiantes en GeoGebra se puede consultar en

el siguiente enlace:
https:/[www.dropbox.com/s/j8zqbzqlkftqn3t/el%20m % C3%Als%20veloz.ggb ?dI=0

13. ;Qué relacidn hay entre la velocidad y la pendiente?
La discusion en este momento deberda centrarse en relacionar el valor de la pendiente, la
velocidad y el valor que acompaiia a x en la expresion algebraica. La informacion obtenida de
este andlisis le permitird al estudiante, continuar con el llenado de la tabla del punto 14.

14. Completa la tabla siguiente

Elemento de la Velocidad Expresion .
. _ Pendiente
imagen constante algebraica
Caminante
Auto
Avién



https://www.dropbox.com/s/j8zq5zqlkftqn3t/el%20m%C3%A1s%20veloz.ggb?dl=0

1.4) Actividad: Velocidades en un biatlon
Autor: Mtro. Mario Alberto Alvarado Quiriones
Correo: m.beto.alvarado@gmail.com

El objetivo de esta actividad es que los estudiantes, al resolver el problema de manera
geométrica y dindmica, logren dar sentido geométrico a procesos algebraicos que,
generalmente, los desarrollan de manera mecanizado sin entender qué es lo que estdin
realizando. También, se espera que sean capaces de identificar la conexion entre conceptos,
principalmente: velocidad y pendiente. La finalidad de esta actividad es que los estudiantes
logren construir, por si solos, el modelo dindmico del problema en GeoGebra a través de la
guia del profesor y de preguntas planteadas en la hoja de trabajo.

Velocidades en un biatlon

Problema. Un deportista particip6 en un biatlon donde se combinaron las disciplinas
de atletismo y ciclismo. El trayecto de 215 km lo recorrieron en 10 horas; de las cuales
7.5 horas viajaron en bicicleta y el resto del tiempo corriendo. Si la velocidad media
en bicicleta fue 10 km/h mayor que la velocidad media al correr, ;cudl fue la
velocidad media y la distancia recorrida en cada disciplina?

1. ;Qué variables identificas que estan involucradas en el problema?
La finalidad de esta prequnta es que los estudiantes se familiaricen con el problema e
identifiquen las variables que estin involucradas: velocidad, distancia y tiempo.

2. ;Cuadles condiciones identificas que se deben de cumplir para poder
encontrar la solucion al problema?
La finalidad de esta pregunta es que los estudiantes reconozcan que son dos las condiciones
que se deben de cumplir en el problema: (1) la distancia total recorrida es de 215 km y que el
tramo en bicicleta se hizo en 7.5 horas y el tramo corriendo en 2.5 horas; (2) la velocidad
media en bicicleta fue 10 km/h mayor que la velocidad media al correr.

3. Abre GeoGebra, muestra los ejes coordenados y ubica un punto A en el
origen.

4. Ubica un punto B con coordenadas (7.5,0) y traza una perpendicular [ al eje
X que pase por B y sefale el segmento AB de color verde.

5. ;Qué crees que representa el segmento AB en términos del problema?

6. Ubica un punto C con coordenadas (10,0) y traza una perpendicular m al eje
X que pase por C y senale el segmento BC de color azul.

7. ¢Qué crees que representa el segmento BC en términos del problema?



Es importante que el profesor durante las preguntas 3-6 promueva la reflexion sobre por qué
el tiempo se estd ubicando en el eje X y que se concluya que el segmento AB y BC representan
el tiempo utilizado en el recorrido en bicicleta y corriendo, respectivamente.

8. Realiza los trazos necesarios para representar la distancia total recorrida.
¢ Qué trazos hiciste? Justifica tu respuesta.
Con esta pregunta se debe llevar al estudiante a que reconozca que la distancia debe ubicarse
en el eje Y, de tal manera que se coloque un punto D sobre dicho eje, con coordenadas (215,0),
se trace la perpendicular n al eje Y que pase por D y se sefiale el segmento AD. Debido a las
cantidades de kilometros que se manejan serd necesario ajustar la escala en el eje Y, o bien,
pensar en modificar las cantidades por ejemplo a (21.5,0) pero se debe tener cuidado al
interpretar los resultados obtenidos de la construccion.

9. ¢Cdémo representas la distancia recorrida en bicicleta?
La intencion es que el estudiante ubique un punto E en el eje Y, sobre el segmento AD que
representa la distancia total, y trace la perpendicular p al eje Y que pase por el punto E. Asi,
pueda identificar que esa distancia, la cual no es conocida, puede variar hasta encontrar el
momento en que se cumplan las condiciones del problema.

10. Dibuja el segmento que representa la distancia recorrida en bicicleta de color
rojo y el que representa la distancia que corrieron de color amarillo.
11. Si el punto E se ubica en (0,50), ; Cudntos kildmetros recorrieron en bicicleta?
(Cuantos kilometros corrieron?
12.5i el punto E se ubica en (0,120), ;Cuantos kilémetros recorrieron en
bicicleta? ;Cuantos kilometros corrieron?
Con las prequntas 10-12, se espera que el estudiante identifique el segmento AE (rojo)
representa la distancia recorrida en bicicleta y el segmento ED (amarillo) representa la
distancia que corrieron. También, se promueve que el estudiante mueva el punto E, reconozca
el dinamismo de la construccion y observe que en la vista algebraica tiene a la vista los valores

de los segmentos rojo y amarillo.

13. Ubica el punto de interseccion F entre las rectas ly p y muestra sus
coordenadas. ;Qué coordenadas obtuviste? ;Como interpretas esas
coordenadas en términos del problema?

Las coordenadas que se obtengan variardn con base en la posicion en la que tengan al punto

E. Sin embargo, la interpretacion debe estar en los siquientes términos: por ejemplo, si E tiene
coordenadas (7.5,100) significa que en 7.5 horas recorrieron 100 kilometros en bicicleta y,
por lo tanto, corrieron 115 kilometros en 2.5 horas.



14. Ubica el punto de interseccion G entre las rectas my n y muestra sus
coordenadas. ;Qué coordenadas obtuviste? ;CoOmo interpretas esas
coordenadas en términos del problema?

Las coordenadas deben ser (10,215) y representan la distancia total recorrida (215 km) en las
10 horas.

15. Traza el segmento AF y dibujalo de color morado.

16. Mueve el punto E. ;Qué observas que cambia?
De manera inicial, se espera que el estudiante observe que cambian el valor de la ordenada
del punto F y que eso se debe a que se estd variando la posicion del punto E. Ademds, se debe
quiar al alumno a que reconozca que también el segmento AF cambia, especificamente cambia
su inclinacion. Con base en lo que se abordo en la actividad anterior (El mds veloz), se
esperaria que comenzaran a relacionar la inclinacion del segmento con la velocidad media que
llevan en esa parte del recorrido. Se sugiere analizar diversos casos particulares, por ejemplo,
qué pasa cuando E estd en (0,30), (0,75), (0,150), (0,200).

17. Calcula la pendiente del segmento AF en GeoGebra, usando el comando
“pendiente”, luego mueve el punto E. ;Qué observas en la pendiente?
18. ;Cémo interpretas el valor de la pendiente del segmento AF en términos del
problema?
Las prequntas 17 y 18 tienen la intencion de que el estudiante haga uso de las conexiones y
relaciones que se establecieron en la actividad anterior (El mds veloz) y reconozca que el valor
de la pendiente del segmento AF representa la velocidad media que lleva el deportista en
bicicleta y que ésta dependerd de la distancia que se haya recorrido en las 7.5 horas.

19. ;Cémo representas la velocidad media que llevaba el deportista al correr?
En esta pregunta, el profesor debe guiar a los estudiantes para que logren identificar que
necesitan trazar el segmento FG (color rosa) y calcular su pendiente para conocer la velocidad
que llevaria el deportista al correr la distancia que representa ED en 2.5 horas.

20. ;COémo puedes encontrar la solucion del problema con el modelo dindmico
que construiste? Explica tu respuesta.

Es importante que en esta pregunta se le permita al estudiante explorar el modelo dindmico
y observe el comportamiento de los valores de la pendiente. Se debe hacer énfasis en que, si
bien ya se tiene la asegurada la condicion 1 del problema, falta encontrar el momento en que
se cumpla la condicion 2, es decir, que la velocidad media en bicicleta es 10 km/h mayor a la
velocidad media corriendo. Asi, el estudiante debe mover el punto E, hasta encontrar la
posicion en la que la diferencia entre la pendiente de AF y FG sea 10. Lo anterior se puede
facilitar si calcula la diferencia en la barra de entrada, es decir, diferencia = m; —m, y
buscar el momento en que esa diferencia sea 10.



21. ;Cual fue la velocidad media y la distancia recorrida en cada disciplina?
En bicicleta se recorrié 180 kilometros con una velocidad media de 24 km/h, mientras que

corrio 35 kilometros a una velocidad media de 14 km/h.

22. ;Qué pasaria si la distancia total recorrida fuera de 250 km? O bien, ;qué la
velocidad media en bicicleta fuera 6km/h menor a la velocidad media
corriendo?

La finalidad de esta ultima pregunta es que los estudiantes observen que con este modelo
dindamico pueden resolver todos los problemas que tengan esta estructura, solo es necesario,
generalizar la posicion de los puntos B, C, D y E, esto es, colocarlos sobre los ejes
correspondientes sin tener una coordenada especifica de manera que se puedan ajustar de
acuerdo con los datos de los nuevos problemas. Se sugiere promover una competencia entre
equipos en los que, con ayuda de su modelo dindmico, puedan resolver cualquier problema de
este tipo que le plantee otro equipo.

El modelo dinamico que se espera que construyan los estudiantes se puede consultar en el
siguiente enlace:
https://www.dropbox.com/s/xmbcd7 grybyde63/velocidades%20en%20un%20biatl%C3%B

3n.ggb?dI=0



https://www.dropbox.com/s/xm5cd7gry5yde63/velocidades%20en%20un%20biatl%C3%B3n.ggb?dl=0
https://www.dropbox.com/s/xm5cd7gry5yde63/velocidades%20en%20un%20biatl%C3%B3n.ggb?dl=0

1.5) Actividad: Experimentos con carritos
Autor: Mtro. Jorge Armando Rios Escobedo

Correo: lim_x-00@hotmail.com

Con esta actividad se busca que los estudiantes identifiqguen y recapaciten en la variacion de
los pardametros de la funcion lineal. Se propone hacer el andlisis de los datos recolectados en
un experimento con un carrito de control remoto y utilizar la visualizacion grafica y la

herramienta tecnologica GeoGebra para explorar los parametros de la funcion lineal.
Experimentos con carritos

En el laboratorio de fisica se realizo una practica que involucraba el estudio del

movimiento de un carrito de control remoto.
Se efectuaron cuatro experimentos con las siguientes caracteristicas:

a) Experimento 1: el carrito inicia en la linea de salida y se desplaza a una
velocidad de seis centimetros por segundo.

b) Experimento 2: el carrito inicia a 20 cm de la linea de salida y se desplaza a
una velocidad de seis centimetros por segundo.

c) Experimento 3: el carrito inicia en la linea de salida y se desplaza a una
velocidad de ocho centimetros por segundo.

d) Experimento 4: el carrito inicia a 20 cm de la linea de salida y se desplaza a
una velocidad de ocho centimetros por segundo.
Realiza un bosquejo del comportamiento grafico donde se represente el
movimiento del carrito durante los primeros 6 segundos de cada

experimento.

Permitir al estudiante explorar con las herramientas a su alcance el trazo de las grificas.
A partir de los bosquejos de las gréficas que realizate contesta lo siguiente:

1. ¢Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 2? ;3 y 4?

Se espera que el estudiante identifique la grifica de los experimentos como elementos

paralelos.

2. Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 3? ;2 y 4?



Se espera que el estudiante identifique la grafica de los experimentos como elementos cuya

pendiente o inclinacion es distinta.

3. (Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 4? ;2y 3?

Se espera que el estudiante identifique la grifica de los experimentos como elementos paralelos

y con cambio en su pendiente.



Exploracion con GeoGebra

Activa la primera parte del archivo

https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales par%C3%Almetros.ggb?dl

=0 para completar la informacion de la siguiente tabla

Descripcion del

movimiento

Grafica en GeoGebra

Formula
GeoGebra

en

El carrito estaba a 5 cm
de la linea de salida y se
movid a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estabaa 10 cm
de lalinea de salida y se
movio a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de lalinea de salida y se
movio a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de lalinea de salida y se
movid a una velocidad

de 9 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de la linea de salida y se

movio a una velocidad

de 15 cm por segundo.

Con base en la informacion de la tabla, contesta lo siguiente:

a. Enla grafica, ;como o donde identificas el punto donde inicia el movimiento

el carrito?



https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0
https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0

En los tres primeros se muestra variacion en el punto de partida del movimiento, por lo que
el estudiante debe concluir que al cambiar dicho valor existird un desplazamiento vertical de

la grafica correspondiente.

b. En la grafica, ;como o donde identificas la velocidad a la cual se mueve el

carrito?

En los tres ultimos se muestra la misma velocidad, representado en la grifica en un dngulo

de inclinacion idéntico, o bien, la misma pendiente.

c. Enlafdérmula, ;cémo o donde identificas el punto donde inicia el movimiento

el carrito?

En los tres primeros se muestra variacion en el punto de partida del experimento, por lo que
el estudiante debe concluir que al cambiar dicho valor existird un desplazamiento vertical de

la grifica correspondiente.

d. En la férmula, ;como o dénde identificas la velocidad a la cual se mueve el
carrito?
En los ultimos tres se muestra la misma velocidad, representado en la formula el coeficiente

de x o valor de la pendiente.

e. ;Qué sucede si se recorre en el mismo tiempo una distancia distinta?
Es importante que el docente realice preguntas relacionadas con las diferencias en las grdficas
del concepto de pendiente para que el estudiante sea capaz de inferir el dngulo de inclinacion

de la recta que representa los puntos de coincidencia de la distancia y el tiempo transcurrido.

Las siguientes prequntas tiene la intencion de confirmar las generalizaciones en la funcion

y=mx+b
f. ;Qué representa el valor de b en el movimiento del carrito?
g. ;Qué sucede con el experimento si aumenta o disminuye el valor de b?
h. ;Qué representa el valor de m en el movimiento del carrito?
i. ;Qué sucede con el experimento si aumenta o disminuye el valor de m?

j- ¢COomo se comportaria la grafica cuando el valor de m y b son negativos? ;Este

fendmeno puede representar dichas condiciones? ;Por qué?



La finalidad de esta pregunta es que el alumno identifique que: (1) cuando b es negativo,
representa que el carrito inicia su movimiento antes de la linea de salida; (2) cuando m es

negativo, representa que el carrito se desplaza en sentido contrario (reversa).

k. ;En qué otras situaciones observas una relacion entre variables como la que se

da en los experimentos del carrito?
Prueba activar ambas partes del archivo para comprobar lo anterior.

https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales par%C3%Almetros.ggb?
dl=0



https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0
https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0

Activa la segunda parte del archivo para completar la informacion de la siguiente

tabla con base en las relaciones que observaste.

https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales par%C3%Almetros.ggb?dl
=0

Descripcion  del | Grafica Férmula (Qué relacion hay?

movimiento

El carrito estaba a
13 cm de la linea
de salida y se
movid a una
velocidad de 7 cm

por segundo.

y=5x+13

Tiene la misma
pendiente y una

ordenada al origen

distinta.



https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0
https://www.dropbox.com/s/nh4t8cffww0i29v/lineales_par%C3%A1metros.ggb?dl=0

Funcion cuadratica

2.1) Actividad: Resolviendo ecuaciones cuadraticas
Autor: Dulce Maria Reyes Rojas

Correo: reyesrojasdulce@gmail.com

La actividad fue adaptada de Heid y Wilson (2015). Tiene como propdsito que se reflexione
acerca de la aplicacion, precision y confiabilidad de los distintos métodos para resolver
ecuaciones cuadriticas entre ellos la factorizacion y la formula general. Asi mismo, que se
reconozcan grdfica y analiticamente el niimero de soluciones reales de la ecuacion asociada a

la funcién. Para ello, se propuso el andlisis de procedimientos desarrollados por estudiantes.

Resolviendo ecuaciones cuadraticas
En la clase de algebra 1 el profesor dejé una actividad de tarea en la que tenian que
resolver una ecuacion cuadratica. Al dia siguiente uno de los estudiantes le dijo al
profesor que no habia podido resolverla del todo, el profesor lo pasoé al pizarron y

le pidi6 anotar el procedimiento que siguid y hasta donde lleg6. El alumno escribio:

x2=x+6
VX = VX ¥6
X=VX+6

Luego pidi6 a los alumnos que ayudaran a su comparfiero a terminar de resolver la
ecuacion cuadratica.
También, se planted el siguiente procedimiento:
Otro de los alumnos aplico un procedimiento distinto, el cual también mostré a sus
companeros.
x2—x=6
x(x—1) =6
x=6, (x—1)=6
Para ambas situaciones se formulan las siguientes preguntas:
1. ;Estas de acuerdo en el procedimiento que utilizo el alumno? ;Por qué?

Se hace el cuestionamiento para saber si el alumno puede llegar a apreciar el error inicial del
problema detectando con esto su forma de reflexionar acerca del procedimiento. Iniciando con
esto una discusion sobre la manera en que se puede equivocar en la toma de decisiones al
tratar de resolverlo, por ejemplo, plantearle al alumno algunos casos en los que hace
procedimientos de despeje e involucra operaciones inversas y exhibe confusion en el manejo
de signos, coeficientes y exponentes, ademds de que debe entender el objetivo de la accion de

despejar.



Durante el andlisis del sequndo procedimiento se espera que se reflexione sobre una de las
ideas erroneas que desarrollan los estudiantes cuando resuelven ecuaciones cuadrdticas al
generalizar la propiedad del neutro aditivo en la multiplicacion. La cual se refiere a que, si el
producto es igual a cero entonces uno de sus factores también lo es. Heid y Wilson (2015)
mencionan que esta propiedad establece que si se tiene la multiplicacion de dos niimeros,
ay b, sucede que ab = 0, cuando alguno de los dos son 0,a = 00 b = 0, y existe un tinico
niimero real, n, al aplicar la propiedad del producto cero pasa que “la multiplicacion de a, b
serd n, ab = n, cuando se cumpla que a =n o b = n”. Al realizar esta actividad, se puede
retomar el método de factorizacion para resolver la ecuacion tomando en cuenta la propiedad
del producto cero.

2. ;Qué tipo de solucién debe de dar como resultado de la ecuacion cuadratica?
A través de esta pregunta se pretende que el alumno pueda argumentar sobre la forma en que
resolverd la ecuacion para llegar a alguin resultado, es aqui, donde se puede incitar al alumno
a encontrar diferentes procedimientos o maneras de obtener el camino adecuado para la
solucion, esperando que el alumno pueda mencionar métodos como el de formula general o
factorizacion.

3. (Como continuarias el procedimiento del estudiante para encontrar la

solucion a la ecuacion?

Se pretende que el alumno conteste y realice el procedimiento que planteo y pueda obtener la
respuesta correcta. Se sugiere pedir a los alumnos graficar la ecuacion x* =x + 6 en
GeoGebra para poder interpretar geométricamente la funcion a la cual estd asociada la
ecuacion cuadritica. Teniendo como objetivo de que se lleve al alumno a detectar las raices de
la ecuacion cuadratica, y una breve explicacion de que significan, en este caso su solucion.
Una opcidon mds es poder abordar el tema en el que a través de la grifica se puede encontrar
las soluciones de la ecuacion por medio de la interseccion en el eje x, con el fin de que se pueda
reflexionar sobre el tema del discriminante (d = b? — 4ac) el cual estd incluido en la formula
general y se espera que sea uno de los métodos que puede mencionar el alumno para resolver
las situaciones. Una explicacion adecuada que se le puede dar al alumno es que al resolver
una ecuacion y encontrar el discriminante en el momento de aplicar la formula general se
puede obtener el niimero de soluciones que tendrd la ecuacion y cuantas intersecciones con el
eje de las x a través de los siguientes puntos:

e Si es discriminante es mayor a cero (d > 0) entonces la ecuacion tendrd dos

soluciones distintas y la grifica de la funcion interseca al eje x dos veces.
e Siel discriminante es cero (d = 0) entonces ecuacion tendrd una solucion y la grifica

de la funcion interseca al eje x una vez.



e Siel discriminante es menor a cero (d < 0) la ecuacion no tendrd soluciones en los
reales y ademds la grifica de la funcion no tendrd intersecciones con el eje x.
Conexiones entre el niumero de soluciones de la ecuacion, valores del discriminante

y grafica de una funcién.

Finalmente se pide completar la tabla para que el alumno pueda relacionar las ideas
matemdticas vistas durante el desarrollo de la tarea, en la cual se trata de que el alumno
resuelva ecuaciones cuadrdticas con distintos procedimientos, encuentre las raices de las
funciones, determine el valor de su discriminante, y obtenga las ecuaciones cuadriticas

asociadas a las funciones y la grafica de estas mismas.

Funcion Discriminante Numero de Soluciones | Grafica dela
de la ecuacién | solucionesreales | realesde la funcion
asociada de la ecuacion ecuacion
1 .
asociada asociada
flx)=x%2+2x-3 2
2 x, =4
xZ = _3

fx)=2x*2—4x+6

2 X, = — =3




2.2) Actividad: El problema del rectangulo
Autor: Dra. Maria del Carmen Olvera Martinez

Correo: carmen.olvera@ujed.mx

En esta Actividad se aborda un problema que involucra el estudio de una funcion cuadrdtica.
Se desea que se desarrollen dos acercamientos: dindmico y algebraico; con la finalidad de que
contrasten los resultados obtenidos, identifiquen los conceptos matematicos involucrados, y
que se discutan ventajas y limitaciones de cada acercamiento. También, esta actividad

permite analizar la importancia de tener siempre presente el dominio de una funcion.
El problema del rectangulo

Si ABCD es un rectangulo tal que AB tiene una longitud de 6.5 cm, BC mide 4 cm.
M es un punto sobre el segmento AB, N es un punto sobre el segmento BC, P es un
punto sobre el segmento CD y Q es un punto sobre el segmento DA. Ademas, se
tiene que AM = BN = CP = DQ.

(Dénde debe ubicarse el punto M para que el cuadrilatero MNPQ tenga la minima

area posible?
Un acercamiento dinamico usando el software de GeoGebra

1. Leer individualmente la tarea propuesta e identifica los elementos fundamentales

que ayudan a darle sentido al problema.

Se invita en esta parte que el profesor dirija el analisis del problema de forma grupal para que

se identifiquen cudles son los datos que se tienen y qué es lo que estd pidiendo en el problema.

2. Usar el software dindmico GeoGebra para dibujar el rectangulo ABCD utilizando
los diferentes comandos del menu (perpendicular, rotacion, circulo, etc.). Construir
de manera individual un modelo dindmico en el cual se pueda mover el punto M a

lo largo del segmento AB para generar una familia de cuadrilateros inscritos.

Se sugiere que, inicialmente, se deje al estudiante que intente construir el modelo dindmico
y posteriormente plantear pregquntas que los lleven a probar su construccion, esto es, que se
hagan pruebas de arrastre a través del movimiento de puntos moviles y asegurarse que se
mantengan las condiciones del problema. En este sentido, es importante que se haga un

andlisis de las propiedades de las figuras geométricas para que las construcciones que se



hagan se mantengan ante el movimiento. Se espera que lleguen a tener un modelo dindmico

como el siquiente:

Figura 1. Ejemplo de modelo dindmico que representa al problema.

3. ¢{Qué propiedades mantiene esa familia de cuadrilateros MNPQ? ;Se obtiene el
cuadrilatero inscrito en cualquier posicion del punto M? Explicar cudl es el domino

de M para construir siempre el cuadrilatero.

Con estas preguntas se tienen diversas intenciones, una es que pueden identificar que el
cuadrilatero inscrito es un paralelogramo y para eso deben poder argumentarlo matematica
por ejemplo con congruencia de tridngulos. También, es un espacio para profundizar sobre el
dominio de la funcion, jpor qué solo se puede dibujar el cuadrildtero cuando la longitud del

segmento AM estd entre cero y cuatro?

4. Hallar la representacion grafica del comportamiento del area del cuadrilatero
inscrito encontrando el lugar geométrico del punto que relaciona la posicion del
punto M sobre el segmento AB con el drea del cuadrilatero correspondiente. ;Qué

propiedades tiene la representacion grafica del area?

5. Identificar visualmente en qué punto sobre la grafica, el area del cuadrilatero
alcanza su valor minimo. ;Existe algtin patron asociado con la posiciéon del punto
M, la longitud de los lados del cuadrilatero y el drea minima? Obtener una tabla que
muestre algunos valores del segmento AM vy el 4rea del cuadrilatero

correspondiente.

Con la pregunta 4 y 5 se promueven los acercamientos geométricos y tabular como una
primera aproximacion a la solucién de problema. Los estudiantes deben identificar que se

trata de una funcion cuadrdtica y, en este caso, se trata de encontrar el minimo en la pardabola



obtenida (Figura 2). Esto tiltimo puede ser mediante el uso de propiedades geométricas de la

pardbola, o bien, relaciondndolo con el valor de la pendiente de la recta tangente a la pardbola

en un punto.
254
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Figura 2. Ejemplo del acercamiento grifico y tabular a la solucion del problema.
Sobre el modelo algebraico

6. ¢Existe alguna relacion entre el area de los cuatro triangulos que aparecen en las
esquinas de la figura, el area del rectangulo dado y el drea del cuadrilatero inscrito?
Utilizar una notaciéon adecuada para identificar las figuras que aparecen en la

representacion de la tarea.

i =
~ B -
N PE
eC="
s
f-_; X €

7. Hallar una expresion para el drea del cuadrilatero MNPQ. Graficar esta expresion

y discutir qué tipo de propiedades tiene.

8. Hallar la posicion del punto M para la cual el cuadrildtero MNPQ alcanza un area

minima. Comparar este valor con el obtenido previamente en el software.

9. Cambiar las dimensiones de los lados del rectdngulo inicial por a y b

respectivamente, y hallar el modelo general que describe el area del cuadrilatero



inscrito. ;Cuél es el valor de AM para que el drea del cuadrildtero inscrito tenga un

valor minimo en términos de los lados a y b del rectangulo?

La intencion de las preguntas 6-9 es que los estudiantes encuentren la funcion cuadrdtica
que modela al problema, en un inicio con cantidades especificas y después de manera general.
Se debe guiar a los estudiantes a que reconozcan que tienen al menos dos opciones para
plantear la formula: (1) minimizando el drea del cuadrildtero MNPQ, y (2) maximizando el
drea de los cuatro tridngulos de las esquinas. Retomando la primera opcion, el drea de MNPQ
se puede obtener restando al drea del rectangulo ABCD el area correspondiente a los cuatro
triangulos de las esquinas:

A(MNPQ) = A(ABCD) — 2A(triangulo AMQ) — 2A(tridngulo BNM).

Si la longitud del segmento AM es x, entonces la expresion que representa el drea de MNPQ
es f(x) =26 — 10.5x + 2x2.

Para el caso general, se tendria que: AMMNPQ) = 2x? — (a + b)x + ab.

Después de desarrollar procedimientos propios de cdlculo se encuentra que cuando x = #
se obtiene el drea minima de MINPQ. Con este resultado, establecieron que la longitud del

segmento AM para la cual el drea del cuadrilitero MNPQ es minima, es siempre una cuarta
parte del semi perimetro del rectingulo ABCD, longitud del segmento AM = aTer
10. Explorar algebraica y dindmicamente un caso en el cual el rectdngulo inicial sea

cambiado por un paralelogramo.

Con esta prequnta, ademds de trabajar una extension al problema inicial, se pretende analizar
qué propiedades se mantienen y cudles cambian respecto a la situacion inicial. En este caso,
los acercamientos hacia la solucion se desarrollan de manera similar al anterior, con la
diferencia que en este se debe contemplar el angulo que se forma entre los lados del

paralelogramo. Como resultado del acercamiento algebraico, se observa que se mantiene el
a+b

hecho de que el drea minima se alcanza cuando la longitud de AM = —~.

Sin embargo, es importante llevar a los estudiantes al andlisis de casos particulares donde la
diferencia entre a y b sea mayor, manteniendo fijas las medidas de los dngulos. Lo anterior
con la intencion de que identifiqguen que el minimo de la funcion no siempre se podrd calcular
con la férmula encontrada. Esto se debe a que la formula permite encontrar el vértice de la
pardbola asociada a la funcion, sin embargo, hay ocasiones en las que el vértice no estd dentro
del dominio de la funcion, de modo que el valor minimo serd, en este caso, el extremo derecho

de la grifica correspondiente.



Se debe llevar a los estudiantes a que analicen varios casos particulares y lleguen a identificar
que se deben de fijar en la relacion que existe entre las dimensiones de a y b para reconocer
cudndo pueden utilizar la féormula y cudndo no. Esta relacion lleva a considerar tres casos

partiendo de que b es la medida del segmento menor:

e Cuando a= 34, el vértice de la pardbola es el extremo derecho del lugar geométrico.

a+b

Por lo tanto, el drea minima de MNPQ se alcanza en x= 4, o bien, en x = -

o Cuando a> 34, el vértice de la pardbola asociada no estd dentro del dominio de la
funcion del problema. Asi, el drea minima de MNPQ se alcanza cuando x= & (Figura
3).

e Cuando a< 34, entonces la formula encontrada en el modelo algebraico del problema
es aplicable. EIl valor minimo del drea de MNPQ coincide con el vértice de la pardbola

. atb ..
asociada y se alcanza cuando x = == (Figura 4).

Figura 3. Caso particular cuando a > 3b. Figura 4. Caso particular cuando a < 3b.
En el siquiente enlace puede ver la sugerencia para el trabajo en GeoGebra de esta actividad

https://www.dropbox.com/s/uejgstf4b2 eznox/problema%20del %2 0rect % C3 % Alngulo.ggb

?dl=0y para la sugerencia para la extension de problema puede ver en
https:/[www.dropbox.com/s/vrjd67xdbmzjamw/Extensi%C3 % B3n%20problema%20del %o
20rect%C3%Alngulo.ggb?dl=0




2.3) Actividad: El cambio de pardmetros
Autor: Dulce Maria Reyes Rojas

Correo: reyesrojasdulce@gmail.com

Esta actividad es adaptada de Huang y Kulm (2012). En esta se involucra un problema
acerca de la variacion de los pardametros a, b, y c de la funcion cuadrdtica con la finalidad
de fomentar la interpretacion el comportamiento de la grafica al variar los valores de dichos
pardmetros y observar su posicion, concavidad y forma.

El cambio de los parametros
En la clase del profesor Juan, se esta estudiando la grafica de la funcién:
y=ax?+bx+c

y cdmo la variacion de los valores de los parametros a,b y ¢ pueden causar

diferentes cambios en la grafica original.

En el pizarron se encuentra graficado lo siguiente:

y = ax’ 4 br + ¢ Grafica trasladada

Figura 1. Grafica original traslada de y = ax® + bx + c.

1. Con base en la Figura 1, ;Cuadl, de las siguientes opciones, es una
descripcion apropiada de la traslacion de la grafica de y = ax* + bx + cala
grafica trasladada? Explica tu respuesta de la manera mas detallada posible.

a) Solo cambi6 el valor de a.

b) Solo cambio el valor de c.

¢) Solo cambi¢ el valor de b.

d) Almenos dos de los pardmetros cambiaron. ;Cuales?

e) No se puede generar la grafica trasladada cambiando esos pardmetros



La pregunta principal se formulo con la intencion de conocer si el alumno puede hacer una
interpretacion adecuada de lo que sucede en la grifica de una funcion cuadrdtica cuando
varian los valores de los parametros.

Luego de esto se puede proponer al alumno a trabajar con una funcion cuadritica del tipo
y = ax? + bx + c y explorarla a través de GeoGebra, para promover la exploracion de los
pardmetros a, b y c. Se espera que el alumno varié los valores de los pardmetros para poder
distinguir el papel que ejerce cada uno en el comportamiento de la grifica de la funcion
cuadrdtica.

2. ;Qué sucede en la grafica cuando varia el valor de a? ;Qué cambia? ;Qué se
mantiene invariante?

3. ¢Qué sucede en la grafica cuando varia el valor de c¢? ;Qué cambia? ;Qué se
mantiene invariante?

4. ;Qué sucede en la grafica cuando varia el valor de b? ;Qué cambia? ;Qué se

mantiene invariante?

Se plantean las siguientes preguntas con la intencion de que el alumno explore cada

pardmetro con ayuda de GeoGebra y que pueda detectar que los siguientes cambios suceden:

Si se varia el pardmetro a la grdfica de la funcion estd abre hacia arriba si es positiva y si el
valor de a es negativo la grdfica abre hacia abajo. Una prequnta interesante que se debe
debatir con el alumno es ;Qué sucede cuando el valor del pardmetro a es cero? Dando
respuesta a esto y que se espera que el alumno pueda detectar, es que cuando a es cero el
termino cuadrdtico, de la funcién con la que se ha estado manejando ax* + bx +c =y,
desaparece o se elimina haciendo quedar con ello solo a la parte bx + ¢ =y la cual es una

funcion lineal, por lo tanto grdficamente se obtendrd una linea recta.

Si se varia el pardmetro c la grifica de la funcidn se desplaza hacia arriba si es positivo o hacia

abajo si es negativo.

(Qué elementos y propiedades recuerdas de la parabola?

6. Encuentra, en GeoGebra, los elementos que mencionaste en la pregunta
anterior.

7. Al variar el pardmetro b, ;como se comportan dichos elementos? ;Qué

relaciones identificas?



Se plantean las preguntas 5, 6 y 7 para que se pueda explorar el parametro b y que puedan
detectar que pasa cuando cambia de valor, ya que la tarea se enfoca en el movimiento que
describe este pardmetro. Se pretende que se encuentren geométricamente los elementos que
caracterizan a la pardbola como lo es el eje de simetria, algunos puntos simétricos, el vértice
da la parabola la mediatriz entre otros, dando a esto la posibilidad de hacer un repaso de
estos temas y que ademds se pueda favorecer la comprension a través de GeoGebra sobre

qué pasa con el vértice al cambiar el valor del parametro b y que lugar geométrico describe.

8. ¢Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del pardmetro a?
9. (Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del pardmetro c?

10. ;Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del pardmetro b?

Se hacen las preguntas 8, 9 y 10 para reforzar los conocimientos que el alumno

comprendio.

11. Con base en tus exploraciones, ;mantienes tu respuesta a la pregunta
inicial? En caso de que no sea asi, ;cudl es tu nueva respuesta? Explica

detalladamente.
Con esta prequnta los alumnos pueden rectificar su respuesta.

Con base en el analisis de las preguntas anteriores, completa la siguiente tabla:

Ecuacion de la parabola Ecuacion del lugar geométrico que

describe el vértice al variar el parametro
b

y =2x%—-5x+3
y=—-x?-2x+5
y—7.7=-0.1x% — 6.3x

-3 2+64+9
y—10x . 5X

48
y=?x2—4+10x

12. ;COmo llegaste a los resultados?



Por ultimo, se propuso completar la tabla y dar la explicacion acerca de como encontro los
resultados para saber si el alumno comprendio cual era el lugar geométrico que describe el

vértice (—ax? + ¢ = y) de la pardbola cuando se varia el valor del pardmetro b.

En el siquiente enlace puede ver la sugerencia para el trabajo en GeoGebra de esta actividad
https://www.dropbox.com/s/edd3t3m7i739irm/variacion%20de%20par% C3 % Almetros.gg
b?dI=0




2.4) Actividad: Torneo de golf
Autor: Dulce Maria Reyes Rojas

Correo: reyesrojasdulce@gmail.com

Esta actividad es parte de una situacion retomada de un problema presentado en Mata-
Holguin (2005). Tiene por objetivo analizar fendmenos que pueden ser modelados por una

funcion cuadrdtica, en el caso de esta tarea se estudia el tiro parabélico.
Torneo de golf

Carlos es un golfista profesional que participd en el famoso torneo anual
masculino British Amateur de Reino Unido, donde realiz6 un tiro el cual durd
en el aire 7 segundos. Se tomaron algunas fotografias cuando la pelota estuvo

en el aire (figuras 1, 2 y 3).

Figura 1. Fotografia 1. Figura 2. Fotografia 2. Figura 3. Fotografia 3.

Con estas fotografias se hizo una recreacion de la trayectoria completa del tiro de

Carlos, la cual se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Recreacion de la trayectoria completa.



Para la pregunta uno y como parte del objetivo de la tarea se proporciona informacion
limitada al alumno ya que se espera que pueda llegar a construir la funcion que describe la
trayectoria de la pelota, con la finalidad de que se identifiquen los elementos y procedimientos

necesarios para encontrar la solucion de la pregunta principal.

1.Con base en los datos y las imagenes proporcionadas, ;Cual es la altura

maxima que alcanzd la pelota? Justifica tu respuesta.

Se realizo la secuencia de preguntas 2, 3 y 4 con la intencion de que el alumno identifique
que se esta hablando de un tiro parabolico. Esta prequnta se centrd en que se pueda analizar
la situacion con la intencion de que recordard propiedades matemdticas que le sirvieran como
guia para plantear un proceso de solucion.

Se debe pedir al alumno que explore el archivo en GeoGebra previamente hecho y se espera
que pueda reconocer las relaciones matemdaticas que planteo el mismo para encontrar la
altura maxima a la que llego la pelota.
https:/[www.dropbox.com/s/yfepl1nx9ztj5t9/APLICACIONES%20PELOTA%20DE %20
GOLF 030818.9¢b?dI=0

1. ¢Qué tipo de trayectoria siguio el tiro?

2. ;Qué relaciones matematicas identificas en la Figura 4, respecto al tiro
de Carlos?
3. Con ayuda de GeoGebra, explora y analiza la trayectoria del tiro de la

pelota, obtén la altura maxima alcanzada y describe tu procedimiento.

Con las siguientes preguntas, después del analisis de las preguntas anteriores y del
manejo de GeoGebra se espera que el alumno pueda encontrar y desarrollar un
método con el cual encuentre la funcion que modele la trayectoria de la pelota. La

funcion resultante es f(x) = 1.5x% + 10.5

4. ;Qué tipo de funcion puede modelar la trayectoria de la pelota?

5. ¢(Cual crees que es la funcion?
Para concluir el problema se realizan preguntas acerca de los resultados obtenidos y se
plantea una nueva situacion para que el alumno implemente los elementos matematicos y
conjeturas a las que llego durante el desarrollo de la tarea.

6. Con base en la funcion que encontraste, ;Cudl es la altura maxima

alcanzada y a los cuantos segundos sucedi6?



7. Si se hubiera sacado una fotografia a los 2 segundos, ;A qué altura
estaria la pelota?

8. En el torneo, otro golfista también hizo un tiro que durd 7 segundos en
el aire. Se tomo una fotografia en el primer segundo de lanzamiento y
la pelota estaba a 4.5 metros del suelo. ;Cual fue la altura maxima

alcanzada en la trayectoria de esta pelota?



Funciones racionales

3.1) Actividad: El problema de los postes de teléfono
Autor: Dra. Maria del Carmen Olvera Martinez

Correo: carmen.olvera@ujed.mx

El proposito de esta Actividad es abordar el estudio de una funcion radical. Especificamente
se desea conocer en qué momento esa funcion tiene un valor minimo. Se desea promover
diferentes acercamientos a la solucion como: numeérico (hoja de cdlculo), dindmico
(GeoGebra), geométrico, algebraico (WolframAlpha). La idea es discutir sobre la manera en
que se integran diversos conceptos matemdticos en cada uno de los acercamientos y la forma
en que el uso de herramientas digitales promueve el andlisis de ideas y significados

matemdticos involucrados con la funcion radical.
El problema de los postes telefonicos

Dos postes telefonicos estan separados 10 m; sus longitudes son 3 y 5 metros,
respectivamente. A manera de soporte, un cable que une la parte superior de los
postes se sujetard a un punto en tierra, localizado sobre la recta que los une. ;Déonde
debe situarse el punto sobre el suelo, de tal manera que la longitud del cable sea

minima?
Un acercamiento dinamico con GeoGebra

1. ;Cuales son los elementos fundamentales que ayudan a entender el problema?

2. Bosqueja un esquema que represente el problema.

Con estas dos preguntas se tiene la intencion de que los estudiantes identifiquen informacion
clave para la resolucion del problema y puedan establecer relaciones entre los datos que se les
proporcionan, asi como la notacion que les permita hacer referencia futra a los elementos. Es
importante mencionar que los diagramas que generen los estudiantes pueden ser diversos,
sin embargo, es importante analizar que realmente se consideren todas las condiciones del

problema.

3. Construye un modelo dindmico en GeoGebra que te permita mover el punto P
(punto en tierra) sobre la recta que une los postes. Comenta el proceso de
construccion.

4. ;Qué sucede con la longitud del cable cuando la posicion del punto P cambia?



Se debe guiar al estudiante a que construya y explore de manera inicial un modelo dinamico

que represente al problema. El camino de construccion puede variar, pero se deben conservar

las condiciones del problema. Se espera que el modelo dindmico se asemeje al que se muestra

a continuacion (Figura 1).

Figura 1. Ejemplo de un modelo dindmico que representa el problema

5. Hallar la representacion grafica que relacione la posicién del punto P sobre la

recta que une los postes en tierra con la longitud del cable correspondiente ;Qué

propiedades tiene la representacion grafica de la longitud?

6. Identificar visualmente en qué punto sobre la grafica la longitud del cable es

minima.

7. Obtener una tabla que muestre la longitud del cable para diferentes posiciones

del punto P e identificar cudndo la longitud del cable alcanza el valor minimo.

8. ¢(De qué manera es posible encontrar el valor minimo de la longitud del cable?

En las pregquntas 5-8 se desea que el estudiante explore el modelo dindamico y se aproxime de

manera empirica a la solucion del problema, a través del analisis del comportamiento de los

datos de manera grifica y tabular (Figura 2).
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Figura 2. Ejemplo de acercamiento grdfico y tabular.



Un acercamiento con Excel

9. ;Como puede determinarse la distancia entre el extremo superior de un poste y
el punto P?

10. ;Cuales datos necesitas conocer para encontrar la longitud del cable?

11. ;Existe un valor del cual dependa la longitud del cable?

12. ;De qué manera se puede relacionar y organizar la informacién que se
proporciona en el problema para encontrar la longitud del cable?

13. Realiza una hoja de célculo en Excel que permita conocer la longitud del cable
a partir de un valor del cual dependan todos los demds datos necesarios.
Recuerda que en Excel es posible escribir formulas en las que se haga referencia a
celdas especificas.

14. Encuentra la posicion del punto P para la cual la longitud del cable es minima.

Comenta como lo localizaste.

El trabajo con la hoja de cdlculo se considera un complemento que permite a los estudiantes
relacionar los datos y observar su comportamiento mediante un andlisis numeérico. Este
acercamiento también permite generar discusiones sobre el dominio de la funcion. Un ejemplo

de la hoja de calculo que se puede construir es la siguiente:

A B € D E
il AP PB cp PD CP+PD
2 0 =10-A2 =RAIZ(9+(A22)) =RAIZ(25+B2"2) =C2+D2
3

Figura 3. Ejemplo de organizacion de una hoja de calculo para el problema de los postes.

Otras posibles soluciones

15. ;De qué otra manera podemos encontrar la posicién que debe tener el punto P

para que longitud del cable sea minima?

Con esta prequnta se promueve que el estudiante encuentra mds formas de resolver el
problema puede ser de manera algebraica y apoyarse de herramientas como WolframAlpha, o

bien, de manera geométrica.

En los siguientes enlaces puede ver las sugerencias para el trabajo en GeoGebra de esta

actividad



https:/[www.dropbox.com/s/s28x0c02zkzis¢3/problema%20de%20l0s%20postes.¢gb ?dl=0
https://www.dropbox.com/s/0zglecgd314mlty/Problema%20de%20los%20postes%202.ggb

2d1=0



Funcion exponencial y logaritmica

4.1) Actividad: Inversiones bancarias

Autor: Maria del Carmen Olvera Martinez

Correo: carmen.olvera@ujed.mx

La funcion exponencial es abordada en esta Actividad partiendo del andlisis de una situacion
que involucra la inversion a plazo de cierta cantidad de dinero en un banco, con ciertas
condiciones en la tasa de rendimiento. Inicialmente se promueve el uso de Excel para elaborar
tablas de valores que permitan conocer la cantidad de dinero generada por los intereses de la
inversion y el comportamiento que estos datos tienen, para posteriormente crear la funcion
que modela dicha situacion. Dado que se trata de una funcion exponencial del tipo f(x) =
a * b* + c, se propone graficar en GeoGebra la funcion que representa al problema, variar
las condiciones iniciales y observar de qué manera se modifica la grifica. Se espera que se
identifiquen el efecto que tiene en la grdfica la variacion de cada uno de los pardmetros a, b y
c, pero ademds que establezca la relacion con la situacion inicialmente planteada. También,
se hace una comparacion entre la funcion lineal y la exponencial en cuanto a las

caracteristicas de la tasa de cambio.
Inversiones bancarias

Situaciéon. Un banco brinda a sus clientes preferentes una opcién de inversion a plazo,
la cual consiste en que si el cliente invierte mas de $20,000, entonces el banco le ofrece
una tasa de rendimiento del 5% de interés anual sobre la cantidad excedente a los
$20,000 de requisito. Un empresario vio atractiva esta inversidon y decide invertir
$60,000 a un plazo de 10 afios.

1. Elabora una hoja de cdlculo en donde se muestre el comportamiento de la

inversion en cada afio transcurrido.

Para construir la hoja de calculo es necesario entender la situacion planteada, identificar lo
que se pide encontrar y seleccionar la informacion necesaria para establecer relaciones. Una
actividad importante en la hoja de cdlculo es organizar los datos, por lo que resulta relevante
la manera de etiquetar cada columna. Los titulos escritos en las columnas dan muestra del
entendimiento que se tiene del problema y de la manera de establecer relaciones entre los
datos. Aunque cada hoja de trabajo puede ser diferente, la manera en que se organiza la
informacion debe ser similar, esto es, las diferencias pueden consistir en los titulos de las
columnas o la cantidad de columnas que involucran. Por ejemplo, se puede proponer una hoja
como la siguiente:



N ks wWNe

|lnterés

0.05

Afo Capital Inicial | Excedente inicial| Rendimiento Capital Final Excedente final
1 60000 =B5-20000 =C5*ES2 =B5+D5 =E5-20000
2 =ES =B6-20000 =C6*ES2 =B6+D6 =E6-20000
3 =E6 =B7-20000 =C7°ES2 =B7+D7 =E7-20000

2. Con base en la informacion de la tabla, responde las siguientes preguntas:

a) ;Cuanta cantidad hay de excedente en el primer afo?

b) ¢En el segundo afo?

¢) ¢En el sexto afio?

d) ;Cudnto hay de excedente al finalizar el plazo?

e) ;Cual es la cantidad total que espera obtener el empresario al terminar el plazo?

Con estas preguntas se espera que los estudiantes puedan explorar el problema a partir de los
resultados obtenidos en su hoja de calculo. Asi puedan observar el comportamiento de los

datos.

f) El empresario observa que en el primer afo su inversiéon aumento $2,000. Por lo
tanto, le indica al ejecutivo del banco que mejor invierta su dinero a un plazo de 20
anos pues desea que su inversion crezca hasta $100,000. ;Es correcto el razonamiento

del empresario? ;Por qué?

La finalidad de esta prequnta es que se detecte un error en la forma de razonar del empresario,
ya que, si el empresario invierte su dinero a 20 afios, se reuniria un total de $126,131.91. Se
espera que los estudiantes observen que, al transcurrir un afio, efectivamente la cantidad total
se incrementa en $2,000 como lo menciond el empresario; sin embargo, del primer al segundo
afio hay un incremento de $2,100 mientras que del segundo al tercer afio el incremento es de
$2,205. De tal manera que puedan conjeturar que el empresario no se percaté de lo anterior
y asumid que el incremento siempre seria de $2,000 por afio, esto es, se debe promover el

andlisis entre el crecimiento exponencial y el lineal.

g) El empresario le pregunta al ejecutivo del banco de qué manera puede calcular el
monto total que tendria segin el nimero de afios de inversion. ;Qué respuesta le

darias ta? ;Por qué?

h) Bosqueja una grafica de la situacion.



Con esta pregqunta se espera que los estudiantes puedan hacer un andlisis de casos
particulares para que encuentren un patron de comportamiento en los datos y lleguen a
establecer la funcion C(x) = 40000(1.05)* + 20000, donde C(x) es la cantidad total
reunida y x representa el niimero de afios transcurridos. Es importante que se haga énfasis
que x solo puede tomar valores enteros mayores o iguales a cero debido a que el interés es

anual, principalmente para el bosquejo de la grifica.

3. Grafica la funcién correspondiente a esta situacion en GeoGebra. Observa y

comenta qué pasa cuando:
a) La tasa de rendimiento (%) es modificada.
b) El requisito de $20,000 en la inversion se cambia.

Estas tareas tienen la intencidén de que se analicen los efectos en la grafica y en la
expresion algebraica al cambiar algunas condiciones de la situacion. Se espera que
conjeturen que mientras mas alta sea la tasa de rendimiento anual, la cantidad total
aumentara de manera mas rapida. Respecto a los cambios en el requisito, se desea
que observen que es conveniente que la cantidad de requisito sea pequefia, pues el
excedente serd mayor y crecerd mas rapido el dinero reunido. Es importante que se
observen los cambios en la representacion gréafica y algebraica al variar los
parametros de la funcion exponencial, pero siempre interpretando esos cambios

dentro del contexto del problema.

4. En el tiempo t = 0 una especie de tortuga es liberada en un estanque. Cuando ¢t =
4, un biologo determina que hay 300 tortugas en el estanque. Tres afos después hay

450 tortugas. Sea P la poblacion de tortugas en el afo t:

a) Encuentra una férmula para P = f(t) asumiendo un crecimiento lineal. Interpreta

los pardmetros de la férmula en términos de la poblacion de tortugas.

b) Encuentra una férmula para P = g(t) asumiendo un crecimiento exponencial.

Interpreta los parametros de la formula en términos de la poblacion de tortugas.

c) Con base en su experiencia el bidlogo estima que cinco afios después (t = 12)
habra 900 tortugas en el estanque. ;Cual modelo se ajusta mejor a la estimacion del

biologo? ;Por qué?

Con estos incisos de la pregunta 4 se tiene la intencion de los estudiantes obtengan las

formulas que representan dos tipos de crecimiento: lineal y exponencial. Para el primer caso



la férmula que se espera que obtengan es P(t) = 50t + 100 y para el segundo inciso es
P(t) = 175(1.1447)¢.

5. Considera la féormula general de la funcidén exponencial y explora en GeoGebra el
efecto de la variacion de los parametros a, b y c. Comenta y justifica como afecta a la

grafica la variacion del valor de cada uno de los pardmetros.

Con esta tarea se espera que los estudiantes puedan explorar, a través del uso de deslizadores
en GeoGebra, el efecto que tiene en la grifica la variacion de los pardmetros a, by c en la
funcién f(x) = a * b* + c. Este andlisis, aunque estaria fuera del contexto del problema,
permita profundizar en las propiedades matemdticas de la funcion exponencial. De manera
general, se debe guiar a los estudiantes a que reconozcan que:

o Parael pardmetro a:sia > 0 la grifica de la funcién es concava hacia arriba, si a<
0 es concava hacia abajo y si @= 0 entonces la grifica es una linea horizontal.

e Para el parametro &: los valores de £ no puede ser negativos por ser la base. Si b =

1, la grdfica es una linea horizontal correspondiente a y = a + c. Cuando a >
Oy b > 1 la grifica es creciente y mientras mds grande sea el valor de 4 la grifica
crece mas rapido. Cuando a > 0y 0 < b < 1, la grdfica decrece y para valores
cada vez mds pequerios de £ lo hace de manera mds rdpida. Sia < 0y b > 1, la grdfica
decrece y lo hace mas rapidamente para valores cada vez mds grandes de 4. La grifica
es creciente cuando a< 0y 0 < £ <1, para valores pequeriios de 4, el crecimiento es
mds rapido. Ademdas, pueden distinguir que la grdfica f (x) = abx + c es simétrica
ag(x)=a (%)x + c respecto al eje vertical.

e Para el parametro c¢. La variacion de este parametro provoca un movimiento vertical
en la grifica, por lo tanto, afecta también a la interseccion de la funcién con el eje
vertical. De esta manera, la ordenada en el origen estd dada por a + ¢, pues cuando
x=0entonces 6H=1. Ademds, la asintota de la grifica de la funcion correspondeay =
c.

6. Las siguientes férmulas representan la poblacion (en miles) de cuatro diferentes
ciudades A, B, Cy D. Describe en palabras como estas poblaciones estdn cambiando
a lo largo del tiempo e interpreta los pardmetros de la formula en términos de la

poblacion.
P, =200 + 1.3t

Py = 270(1.021)¢
P, = 150(1.045)¢
P, = 600(0.978)¢



Esta prequnta tiene la intencion de promover la interpretacion de formulas. En este caso se
espera que identifiquen que en la poblacion A el crecimiento es lineal, la poblacién inicial era
de 200 mil personas y cada afio aumentaba 1300 de manera constante. En By C el crecimiento
era exponencial y en D, era un decrecimiento exponencial. En la ciudad B se tiene que la
poblacion inicial es de 270,000 y el crecimiento anual es de 2.1%. Para la ciudad C, la
poblacién inicial es de 150,000 con un crecimiento anual de 4.5%. Mientras que en la ciudad
D. la poblacion inicial es de 600,000 y tiene un decrecimiento de 2.2%.

En el siguiente enlace puede ver la sugerencia del archivo en GeoGebra para esta actividad

https://www.dropbox.com/s/s9afyrtbq2y4iri/par%C3%Almetros%20exponencial.g
gb?dI=0




4.2) Actividad: Distancia entre el sol y los planetas
Autor: Mtra. Liliana Aurora Tabares Sanchez

Correo: liliana_ats@hotmail.com

La actividad propuesta tiene como objetivo ofrecer un apoyo para el estudio y aprendizaje de

la funcion logaritmo cuando es definida como la inversa de la funcién exponencial.
Distancia entre el sol y los planetas

La primera parte de la actividad tiene la intencion de exponer la necesidad usar la escala
logaritmica como una alternativa para ubicar cantidades que crecen en grandes proporciones
y ver de manera directa al logaritmo base diez como la operacion inversa a elevar diez a un
exponente x.

Se sugiere a ver el video de la siguiente pagina
https://www.youtube.com/watch?v=Wj2-xxovArQ.

Se sugiere a ver el video con el fin de que los estudiantes tengan referencia de las distancias
que se estin usando en la actividad y sean sensibles a las proporciones alcanzadas.

Con los siguientes datos aproximados de las distancias de los planetas al sol realiza

las tareas propuestas.

Planeta Distancia media del Sol
1 Mercurio 57 910 000 km
2 Venus 108 200 000 km
3 La Tierra 146 600 000 km
4 Marte 227 940 000 km
5 Jupiter 778 330 000 km
6 |Saturno 1429 400 000 km
7 Urano 2 870990 000 km
8 Neptuno 4 504 300 000 km
9 Pluton® 5934 456 500 km

Aunque Proxima Centauri es la estrella mas cercana al Sol, 4,2 afios luz sigue siendo
una distancia extraordinaria para una nave espacial, que tendria que recorrer 40
billones de kilémetros (40 000 000 000 km).


https://www.youtube.com/watch?v=Wj2-xxovArQ

Nota en la escala inglesa el un billén es igual a 1 * 10°

a) Con la informacién que se proporciona escribe completa la tabla donde expreses
las distancias en millones de kildmetros, por ejemplo, la distancia de Mercurio es

57.91 * 10° millones de kildmetros.

Planeta Distancia media del Sol
1 Mercurio 57 910 000 km 57 * 10°
2 |Venus 108 200 000 km
3 |La Tierra 146 600 000 km
4 Marte 227 940 000 km
5 [Japiter 778 330 000 km
6 Saturno 1429 400 000 km
7 |Urano 2 870990 000 km
8 Neptuno 4 504 300 000 km
9 Pluton* 5934 456 500 km
Centauri 40 000 000 000 km

1. ;Qué significado tiene escribir el diez elevado a un numero cuando esta

multiplicando a otro?

Con esta pregunta buscamos que el estudiante se haga consiente que el usar la notacion

exponencial es otra forma de escribir una cantidad.

b) Dibuja una recta numérica en la que cada centimetro corresponda a mil millones
de kilometros y localiza sobre ella donde se ubican aproximadamente los nueve

planetas Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Japiter y Saturno.

2. En la recta numérica que acaba de dibujar ;Qué distancia representa la quinta

division de la recta numérica?

3. ;Qué longitud tiene la recta numérica que dibujaste para localizar los nueve

planetas?

4. Con la escala anterior: ;Cudnto tendria que medir la recta numérica para poder

localizar sobre ella la estrella Centauri?



Con las preguntas 2, 3 y 4 el estudiante puede comprobar que la escala que estd usando para
identificar las distancias de los planetas es insuficiente para poder visualizar distancias mds

grandes.

c) Dibuja otra recta numérica en la que la primera division (de un centimetro de
longitud) corresponda a 10' millones de kilometros la segunda divisiéon a 102
millones de kilémetros y asi sucesivamente y localiza sobre ella donde se ubican

aproximadamente los nueve planetas y la estrella Centauri.

5. En la recta numérica que recién dibujaste ;Qué distancia representa la quinta
division?
6. ¢(Cudl es la diferencia entre la escala de la recta en la que cada centimetro

corresponda a mil millones de kilémetros y la de esta dada con 10™?

Los estudiantes corroboran que la escala logaritmica es mds eficiente para este tipo de

longitudes.

En la recta numérica que realizaron anteriormente se ubican aproximadamente las
distancias de los planetas entre escalas de diez a una potencia con numero entero
10%, por ejemplo, la estrella Centuri cuya distancia al sol es de 40 000 millones de
kildmetros la ubicamos muy cerca de 10°. Para conocer la potencia exacta a la que
debemos elevar 10 para tener como resultado los 40 0000 millones de kildmetros

usamos la operacion opuesta al exponente que es la funcién logaritmo.

log(40 000) = 4.60205999132796
Es decir que 10*60205999132796 — 40 000



d) Usando la calculadora complete la tabla de los valores de x con los que es elevado

10 para tener las distancias mas exactas de los planetas al sol.

Planeta Distancia Log(x) Log(x) 10*
Mercurio | 57 910 000 Log 57910000 |7.76275356 | 107-7623356
Venus 108 200 000
La Tierra | 146 600 000
Marte 227 940 000
Jupiter 778 330 000
Saturno | 1429 400 000
Urano 2 870990 000
Neptuno | 4 504 300 000
Plutén 5934 456 500

Usar GeoGebra como herramienta para analisis

e) Con ayuda de la calculadora calcula f(x) = 10* y g(x) = logx (el logaritmo es
base 10) con los valores de x igual a 1/10, 1/5, 1/4, 1/2,3/2,5/6, 1,1 %0 para f(x)y con
los valores de x igual a 1/10, 1/4, 1/2, 1, 2, 5, 10 y 18 para g(x). Escribe los pares

ordenados que corresponden a los puntos de cada funcion.

f(x) =10* g(x) =logx
CEANT

f) Grafica en GeoGebra los puntos de f(x) y g(x) que calculaste.

7. (Encuentras alguna relacion entre las coordenadas de la funcién f(x) y las de la

funcion g(x)?

8. ;Qué propiedad cumplen las funciones inversas respecto a la funcién identidad?



Se busca poner en contexto el hecho que una funcion multiplicada por si inversa es igual a la

funcion identidad o una interpretacion equivalente.

g) Define las funciones f(x), g(x) y h(x)=x en GeoGebra. Recuerda que para definir la

funcion logaritmo sera con base 10.

h) Coloca un punto A sobre h(x). Este punto que se encuentra sobre la funcion
identidad nos ayuda a ver de forma mas clara la relacion entre las funciones

exponencial y logaritmo.

i) Agrega una recta perpendicular al eje x y otra al eje y usando el punto A de la

funcion h.

j) Localiza los putos de interseccion de las rectas perpendiculares a los ejes y las

funciones exponencial y logaritmo respectivamente.

k) Visualiza los valores de los puntos de interseccion con la grafica de las funciones
f0) y 8(0)-
1) Mueve el punto A y analiza las coordenadas de los puntos de interseccion B y C.

10. ;Como son las coordenadas de las funciones entre si?

Se espera que con esta actividad los estudiantes puedan visualizar la relacion de las
funciones logaritmo y exponencial de manera grifica.

La construccion en GeoGebra que los estudiantes construirdn se sugiere que sea parecida a
la que se muestra en el enlace:
https://www.dropbox.com/sh/2kh2h9yburdgejv/ AADmALfUv25V3V50u8]poL23a?dl=0




Funciones trigonométricas

5.1) Actividad: Horas de luz solar
Autores: Carlos Michelle Diaz Leyva y

Karla Rocio Campos Martinez

Correo: cdiazleyva@gomail.com

El objetivo de esta tarea matemadtica es proponer una manera de abordar el estudio de las
funciones trigonométricas seno y coseno a través de la resolucion de problemas dentro de
contextos reales, en este caso, el analisis de las horas de luz solar en dos ciudades de dos
paises distintos. En ella se analizan los parametros de estas funciones y su construccion de

forma algebraica por medio de la investigacion y la observacion de graficas de funciones.
Horas de luz solar

En el afio 2015, en la ciudad de Monterrey, el dia mas largo ocurre el 21 el junio (con
trece horas cuarenta y dos minutos de luz solar) y el dia mas corto es el 21 de
diciembre (con diez horas y treinta minutos de luz solar). Los equinoccios, que son
los dias en que la longitud del dia y la noche son aproximadamente iguales a 12
horas, suceden el 21 de marzo y el 21 de septiembre.

En la siguiente tabla se registraron los datos anteriores de las horas de luz solar que
hubo en el dia 21 de cada mes en la ciudad de Monterrey.

Tabla 1. Horas de luz solar en el afio 2015 en la ciudad de Monterrey, México.

Mes Horas de luz solar

Enero

Febrero
Marzo 12.10
Abril
Mayo
Junio 13.77
Julio

Agosto
Septiembre 12.10
Octubre

Noviembre
Diciembre 10.5




1. Con ayuda de GeoGebra, grafica los datos obtenidos en la tabla anterior.

Con las prequntas uno, dos y tres el estudiante debe definir el dominio como los meses del
afio y el contra dominio como las horas de luz de cada mes para que estos le den un sentido
al problema, ya que si se escoge como dominio las horas de luz y de contra dominio a los meses
del ario 2015 estariamos diciendo que dada las horas de luz podemos conocer el mes en el que
estamos.

Ademds, el estudiante debe de analizar que los datos registrados en la tabla de la ciudad de
Monterrey, México estin dados en notacion decimal y concluyan que es necesario expresar
los minutos en notacion decimal para poder graficarlos en GeoGebra.

El estudiante debe de relacionar cada mes con los nuimeros naturales del 1 al 12, en donde
enero toma la posicion niimero uno y diciembre toma la posicion niimero doce.

2. ¢Cuadl variable asocias al eje horizontal? ;Por qué?

En esta respuesta se espera que el estudiante asocie al eje horizontal con los meses del afio
2015.

3. ;Cuadl variable asocias al eje vertical? ;Por qué?

En esta respuesta se espera que el estudiante asocie al eje vertical con las horas de luz de cada
mes del ario 2015.

4. ;Qué tipo de funcidn crees que representan los puntos graficados? ;Por qué?

En esta prequnta se espera que el estudiante pueda proponer que la grifica de la funcion que
modela los datos de la Tabla 1 es una funcion trigonométrica, aunque se puede dar el caso
que los estudiantes por la ubicacion de los cuatro puntos dados en la Tabla 1 mencione otro
tipo de funcion.

5. Escribe la funcidn que crees que representan esos puntos.

El objetivo de esta pregunta es que el estudiante escriba en su forma algebraica la funcion que
representa a los puntos de la Tabla 1 graficados en GeoGebra.

6. ¢Cual crees que sea el comportamiento de los dias 21 de cada mes del afio
20167

El objetivo de esta prequnta es que el estudiante analice y mencione que el comportamiento
para el siguiente ario es similar al del afio 2015 dando asi la introduccion al concepto de
periodo el cual caracteriza a las funciones trigonométricas.



Si los estudiantes no logran identificar un comportamiento periodico se les puede pedir que
vaya a la pdgina de www.sunrise-and-sunset.com e investiguen si existe dicho

comportamiento.

7. Con ayuda de los datos que se proporcionan en la pagina www.sunrise-and-
sunset.com, completa la Tabla 1 y grafica en GeoGebra los nuevos datos

obtenidos.

Las preguntas siete, ocho y nueve tienen como objetivo que el estudiante complete la Tabla 1
con ayuda de los datos proporcionados en la pdgina web. Es importante mencionarle al
estudiante que los datos que tiene que registrar para completar la Tabla 1 son los de los dias
veintiuno de cada mes, después los grafique en GeoGebra y que al observar la serie de puntos
graficados en GeoGebra reflexione si la funcion que propuso en un inicio modela los nuevos
datos graficados o si tiene que realizar un cambio en su funcion propuesta.

En esta parte el estudiante debe de reconocer que la grifica de la funcion que modela los datos
graficados es una funcion trigonomeétrica, en especial, la funcion seno o coseno. Si el
estudiante en un principio propuso una funcion trigonométrica seno o coseno se espera que
mantenga su respuesta de la prequnta niimero cuatro.

Si el estudiante no logra reconocer una funcion trigonomeétrica entonces se le puede pedir que
grafique los datos obtenidos del aiio 2016 para que tenga mds informacion y pueda proponer
una funcion trigonomeétrica.

8. Con base en la tltima grafica, ;mantienes tu propuesta a la pregunta 4?
SI NO (Por qué?
9. En caso de que tu respuesta haya cambiado, jcual es el tipo de funcion que

representan los puntos de la tltima grafica?
10. ¢Cuaéles son los parametros de la funciéon que encontraste?

En esta pregunta se espera que el estudiante investigue en Internet, libros de matemdticas o
en otros medios, cudles son los pardmetros de la funcion seno o de la funcion coseno.

f(x)=ax*sin(bx+c)+dy f(x) =axcos(bx+c)+d
11. En GeoGebra, grafica la funcion que propones y asigna un deslizador a cada
uno de sus parametros.

En las preguntas once y doce el estudiante deberd de crear un deslizador para cada uno de los
pardmetros de la funcion que previamente investigo, escribir la funcion en la barra de entrada


http://www.sunrise-and-sunset.com/
http://www.sunrise-and-sunset.com/
http://www.sunrise-and-sunset.com/

de GeoGebra y empezar a variar los pardametros hasta que la grifica de la funcion coincida
con los datos graficados de la Tabla 1.

A continuacion, se muestra el valor de cada parametro para que la funcion coincida con los
puntos que se graficaron.

f(x) = 1.53 *sin(0.53x — 1.57) + 12
f(x) = 1.53 xcos (0.53x —3.14) + 12

12. Varia los valores de los deslizadores hasta encontrar la grafica que pasé por
todos los puntos. ;Qué valor obtuviste para cada parametro?

13. Abre el archivo de GeoGebra “Horas de luz solar”. En €l se encuentran
graficadas funciones que tal vez puedan pasar por todos los puntos. Explora
las diferentes opciones y escribe el valor de los parametros a, b, c y d que
encontraste para que la funcidn se aproxime a los datos.

a: b: c: d:

Si el estudiante después de las preguntas anteriores no logra identificar una funcin
trigonométrica, entonces se abrird el archivo de GeoGebra que se indica y tendrd que observar
cuales de las tres funciones presentadas en el archivo es la que modela los datos graficados.

14. En la funcion que encontraste,

En esta prequnta los estudiantes deben de analizar lo que hace cada uno de los pardmetros
con las funciones seno y coseno

e El parametro a es la amplitud, este parametro cambia el tamario de la funcion, si a >
1 se amplifica su forma. Si 0 < a < 1 se hace mds pequeria. Si a < 0 entonces se
invierte su forma.

e Elpardmetro b es la frecuencia, este pardmetro modifica el grado de repeticion. Si b >
1 la funcion se repite mds rdapidamente. Si 0 < b <1 la funcion se repite mds
lentamente.

e El pardmetro c es el desplazamiento, este pardmetro determina el desplazamiento
horizontal de la funcion. Un signo (+) en la fase, implica que la funcion se adelante
(0 sea, se corre a la izquierda) y un signo (—) en la fase implica que la funcion se
atrase (o sea, se corre a la derecha).

e A la funcion f(x) se le agrega una constante d ésta se desplazara d unidades hacia
arriba si su signo es mds o se desplazard d unidades hacia abajo si su signo es menos.

a. ;Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador a?
b. ;Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador b?



c. ¢Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador c?
d. ;Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador d?
15. En la Tabla 2 se muestran las horas de luz solar que hubo en el dia 21 de cada
mes del afio 2015 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Tabla 2. Horas de luz solar en el afio 2015 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Mes Horas de luz
solar
Enero 14.03
Febrero 13.06
Marzo 12.06
Abril 10.98
Mayo 10.15
Junio 9.8
Julio 10.13
Agosto 10.96
Septiembre 12.03
Octubre 13.1
Noviembre 14.03
Diciembre 14.43

Encuentra, sin uso de GeoGebra, la funcion que representa estos datos.

En esta pregqunta se espera que el estudiante mediante el uso de internet, libros de
matemdticas u otros medios encuentre dos de los cuatro pardmetros de la funcion seno, uno
de ellos es el parametro de amplitud (a).

Su formula es la siguiente:

valor maximo — valor minimo
2

amplitud =

En donde:
Valor mdximo: es el mayor niimero de horas de luz solar que se registrd en la tabla.
Valor minimo: es el menor niimero de horas que se registro en la tabla.

Otra de las formulas que se espera que los estudiantes encuentren en internet es la siguiente:

od _2m
periodo = 5

Aqui el estudiante tendrd que realizar un despeje, el cual se muestra a continuacion:



_2m
~ periodo

Donde:

Periodo: los vamos a tomar como un afnio, ya que en la tabla se realizé un registro de doce
meses, por lo tanto, el periodo va a ser igual a 12 meses, es decir, un afio.

Para los parametros ¢ y d se espera que los estudiantes retomen el caso de la ciudad de
Monterrey y compararen la grifica de la funcion seno f(x) = sen(x) o la funcion coseno
f(x) = cos(x) y la grifica que modela los datos de la ciudad de Monterrey, México. Para
obtener el parametro d en el caso de la funcion seno los estudiantes deben de analizar que la
grifica de la funcion seno tiene una interseccion en el punto (0,0), mientras que la grifica
de la ciudad de Monterrey al poner su deslizador c¢ en valor O tiene una interseccion en el
punto (0,12), es decir el valor del pardmetro d es 12.

En el caso de la funcion coseno los estudiantes deben de analizar que la grifica de la funcion
coseno tiene una interseccion en el punto (0,1), mientras que la grifica de la ciudad de
Monterrey al poner su deslizador ¢ en valor 0 tiene una interseccion en el punto (0,13), es
decir el valor del pardmetro d es 12.

Para obtener el pardmetro c los estudiantes deben de analizar que cuando se pone el pardmetro
c en cero se observa que el valor mdximo de la funcion coincide con el mes de marzo. Los
estudiantes deben de identificar que la grifica de la funcion esta desplazada 3 meses a la
derecha y deben de llegar a la siguiente relacion.

Si 12 meses = 2m, donde 21 es el periodo de la funcidn seno se obtiene la siguiente relacion:

Meses Radianes
12 2n
6 T
3 T
2

Y obtener que el valor de c es igual a g, pero el desplazamiento en Buenos Aires es hacia la
izquierda. Si el estudiante eligio la funcion coseno al desplazamiento tendrd que sumarle g

por la siguiente igualdad:
T
sen(ax) = cos (ax + E)

Ademas, observar que el comportamiento obtenido de los parametros ¢ y d encontrados en la
ciudad de Monterrey funciona para la ciudad de Buenos Aires, Argentina.



La funcion que deben obtener con las formulas matematicas investigadas y lo observado en
la comparacion de las grificas es:

T T
f(x) =2.13 % sen(gx +E) +12

/4
f(x) =2.13 % cos (gx+ n) +12

16. Grafica en GeoGebra la funcién que encontraste en el inciso anterior en la
grafica que obtuviste en la pregunta 7.
17. §Qué observas en las graficas?

El objetivo de las preguntas 17 y 18 es que los estudiantes puedan hacer comparaciones de
las grificas de la ciudad de Monterrey, México y la ciudad de Buenos Aires, Argentina, por
ejemplo, que el dia con menos horas de luz en Buenos Aires ocurre en junio, en cambio en
Monterrey esto ocurre en el mes de diciembre.

18. Completa la siguiente tabla comparando los resultados obtenidos de los datos

de Monterrey y Buenos Aires.

Diferencias Semejanzas

Expresion
algebraica

Grafica

Justifica cada una de las diferencias y semejanzas que encontraste
19. Con base en lo observado, ;Cuantas horas de luz habra el dia 21 de diciembre
del 2018 en la ciudad de Monterrey? Justifica tu respuesta
En esta prequnta los estudiantes deben de identificar que la funcion es periddica por lo tanto
las horas de luz en diciembre del afio 2015 serdn iguales a las de diciembre del afio 2018. Por
otro se puede hacer la comprobacién mediante la sustitucion en la formula encontrada en la
ciudad de Monterrey.



20. Ve el video: https://www.youtube.com/watch?v=VBLxGv320Ws&t=50s y
responde

a. ¢(Quérelacion tiene el contenido del video conlo que traté la actividad?

El objetivo de esta pregunta es que los estudiantes logren identificar que el dngulo de
inclinacion del planeta tierra influye en la duracion del dia en distintos paises.

b. Escribe dos ciudades, de otros dos paises que tengan un
comportamiento similar a la ciudad de Monterrey, México observado

en esta tarea.

En esta pregqunta el estudiante deberd de investigar en la pdgina web que se le presento al
inicio de la actividad dos ciudades que tengan el mismo comportamiento de la ciudad de
Monterrey, México

En el siguiente enlace puede ver la sugerencia del archivo en GeoGebra para esta actividad
https://[www.dropbox.com/s/hu9z0727f0igw1g/Horas%20de%20luz.ggb?dI=0



https://www.youtube.com/watch?v=VBLxGv32OWs&t=50s

Funcion monotona

6.1) Funciones monoétonas y sus inversas

Autor: Maria Elena Irigoyen Carrillo

Correo: mariaelena940803@hotmail.com

La secuencia diddctica estd disefiada para que el alumno construya y reflexione el concepto
de funcion monétona y haga uso de sus conocimientos de cdalculo adquiridos en cursos previos
para conjeturar el siguiente enunciado:

Si una funcion es no monotona, entonces la funcion no tiene inversa.

Se recomienda que se tengan conocimientos previos sobre temas de funciones, dominio y
rango de funciones, funciones biyectivas, funciones continuas, composicion de funciones,
funciones inversas, asintotas, entre otros.

La conjetura del enunciado se logrard refutar, mediante el uso y reflexion de contraejemplos
especificos, empleando como apoyo la herramienta GeoGebra. Ademds, se espera que, una vez
analizados los casos particulares, los estudiantes puedan construir un contraejemplo, distinto
a los propuestos, que refute la conjetura.

La actividad se divide en tres tareas especificas que tienen objetivos claros que se complementa
para llegar al propésito general. Las distintas tareas se titulan ”"Composicion de funciones y
funciones inversas”, “Funciones monétonas y sus graficas” y “Funciones mondtonas y sus
inversas” para poder hacer referencia a ellas.

Composicion de funciones y funciones inversas

En la primera tarea, llamada composicion de funciones y funciones inversas, se plantean
una serie de ejercicios sobre: dominio y rango de funciones, composicion de funciones y
obtencion de la inversa de funciones, con la cual se pretende que el estudiante recuerde y se
familiaricé con dichos conceptos matemdticos, los cuales se considera que ya han sido
estudiados en sus cursos previos de cdlculo.

Esta tarea, también permite que el docente conciba una idea general del nivel de conocimiento
que poseen sus estudiantes respecto al contenido abarcado, y de este modo, pueda identificar
las dreas de oportunidad de sus estudiantes.

1. Las siguientes funciones seran empleadas en los incisos a, by ¢

L fx)=x"
I g =
. h(x) = x? + 4x
V. i(x)=+vx—1



a) Obtén el dominio y rango de las funciones descritas en 1.
b) Obtén las siguientes composiciones de funciones. Para los casos en los que no

sea posible realizar la composicion, explica por qué no se puede.

o fog
° goh
° goi
e hoi
° iof

¢) Encuentra la funcién inversa para cada una de las funciones descritas en 1
verifica tus resultados. En caso de que no sea posible determinar la inversa de

una funcidn, explica por qué no es posible.

En esta parte de la tarea se recomienda al docente llevar a cabo la socializacion con el grupo,
con la finalidad de unificar resultados y aclarar dudas respecto al contenido matemdtico
involucrado. De ser necesario, el docente deberd profundizar en los temas donde se hayan

presentado dificultades.
En caso de presentarse dificultades, el docente puede guiarse con las siguientes preguntas.

Preguntas guia

¢ Qué representa el “dominio” y “rango” de una funcién?

¢ Es importante definir el dominio y rango de una funcion? ;Por qué?
¢Cudndo se pueden componer dos funciones y cudndo no? Dar ejemplos

¢Es mecesario conocer el dominio y rango de dos funciones, para poder
componerlas? ;Por qué?

Si al componer dos funciones, obtienes la funcion identidad, ;qué relacion
existe entre ambas funciones?

¢ Qué representa la inversa de una funcion? Dar ejemplos
¢ Cudndo puedes obtener la inversa de una funcion? ;Y cudndo no?

Enseguida, une vez finalizada la socializacion de respuestas, y aclarado las dudas, se

reanudard con la sequnda parte de la actividad.



Funciones monotonas y sus graficas

La segunda tarea, titulada funciones mondtonas y sus grdficas, se enfoca en el tema de
funciones mondtonas y no monodtonas. Pretende que los estudiantes analicen algunas
funciones a través de su representacion tabular y grifica y respondan a cuestionamientos que
les permitirdn construir, por equipo, una definicion de funcion monotona, que les sea 1til
para identificar funciones mondtonas y no mondtonas en un conjunto de funciones y durante

el analisis e interpretacion de grdficas de funciones.

Esta tarea, ofrece al docente, la oportunidad de identificar la manera en la que los estudiantes
conciben el concepto de funcion mondtona y proporcionar retroalimentacion, en caso de

percibir concepciones erroneas.

Esta parte del trabajo serd contestada por equipo, justificando de manera clara, cada uno de

sus resultados.



Analiza las siguientes funciones a través de su tabla y graficalas en los recuadros.

a) x | f(x)
fiR—R |
-5 TS| o
1 1
4 4
6 4
b) x | f(x)
R — R, 2 4
f(x) = x? FEE
0 0
1 1
2 4
©) x| f()
R — R,
flx) = —x3 i ;3
0 0
-1
2 -8
d) x | f(x)
f: R — R, ) -4
fx) =x3 +x? 1 0
-0.5 | 0.125
0 0
2 12
e) x | f(x)
f:R—R* _
£l = 27 2 0.25
-1 0.5
0 1
1 2
2 4




De acuerdo con las tablas y graficas de las funciones, contesta lo siguiente.

1. ;¢ En cudles funciones se observa el siguiente comportamiento: si x < y, entonces si
f(x) < f(y) para todo x y y del dominio?

2. ;En cuadles funciones se observa el siguiente comportamiento: si x < y, entonces si
f(x) = f(y) para todo x y y del dominio?

3. ¢En cudles funciones se observan ambos comportamientos?

4. De acuerdo con tus respuestas y a la siguiente informacion construye la definicion

de funcién mondtona.

Las funciones de los incisos a), c), e) son funciones mondtonas.
Las funciones de los incisos b) y d) son funciones no
mondtonas.

En esta parte de la tarea se sugiere al docente socializard con el grupo las distintas
definiciones del concepto “funcion mondtona”, construidas por cada equipo. EI objetivo del
docente serd, resaltar los elementos principales de cada definicion, para de manera grupal,

construir una nueva definicion, misma que serd empleada en futuros cuestionamientos.

5. Modifica el dominio de las funciones no mondtonas de la tabla anterior para

convertirlas en funciones monotonas.

Dadas las siguientes graficas de funciones, determina cudles de ellas corresponden

a funciones mondtonas y cudles no.

=2 =] B 1

-2
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En esta parte de la tarea el docente en conjunto con el grupo, analizaran cada una de las
funciones y grificas de funciones, y determinaran cudles de ellas son funciones mondtonas,

cudles no y por qué.

Algunos de los cuestionamientos que puede realizar el docente, respecto al analisis de las

funciones, son los siguientes.

Preguntas guia

¢ Qué caracteristicas hacen de una funcion, una funcion mondtona?

¢ Grificamente, como se observa una funcion mondtona? Dar ejemplos

¢ Grificamente, como se observa una funcion no mondtona? Dar ejemplos
¢Una funcion mondtona es siempre creciente, o decreciente?

¢La funcion constante es una funcion mondtona? ;Por qué?

¢ Toda funcion mondtona es continua? Dar ejemplos o contraejemplos.

¢ Toda funcién mondtona es biyectiva? Dar ejemplos o contraejemplos.

Funciones monétonas y sus inversas

En la ultima tarea, llamada funciones mondtonas y sus inversas, los estudiantes
encontrardn la inversa de las funciones mondtonas y no mondtonas descritas anteriormente.
Se espera que los estudiantes sean capaces de reconocer cudndo se da, o no, la existencia de

inversas de funciones mondtonas y no monotonas.

Enseguida, empleando sus conjeturas y con ayuda de GeoGebra, los estudiantes graficardn y
analizardn algunas funciones. Con base en este andlisis, completaran una tabla relacionada
con la clasificacion de funciones mondtonas y no mondtonas y la existencia, o no existencia,

de su inversa. La informacion contenida en esta tabla servird de apoyo para reflexionar, a



través de preguntas, sobre relaciones que frecuentemente son mal interpretadas por los

estudiantes. Por ejemplo:
.Si una funcién no es mondtona, entonces no tiene una funcion inversa?

Se espera que, con la tabla resuelta, modifiquen o amplien sus conjeturas y llequen a la
conclusion de que “existen funciones no mondtonas, con inversa”. Finalmente, los alumnos

en equipo trataran de encontrar ejemplos que manifiesten tal hecho

A cada estudiante se le entregard la hoja de trabajo, correspondiente a la tiltima parte. Se les
pedird que nuevamente la analicen y resuelvan por equipo, justificando cada una de sus

respuestas.

Determina la funcion inversa para cada una de las funciones del ejercicio 2 y verifica

tus resultados. Contesta lo siguiente.

1. ;Para cudles funciones si fue posible determinar su inversa?
2. ;Para cudles funciones no fue posible determinar su inversa?
3. ;Crees que el hecho de que una funcién sea mondtona o no, influya en la
existencia de su inversa? ;Por qué?
4. Respecto a la reflexion anterior ;qué conjeturas puedes dar, acerca de cuando,
o cudndo no, se puede obtener la inversa de una funciéon monotona?
Una vez concluida esta parte de la tarea el docente se encargard de rescatar las conjeturas
que los equipos pudieron conformar, respecto al hecho de cudndo una funciéon mondtona o no
monotona, puede tener inversa. Tales conjeturas deberdn de ser anotadas en un sitio donde
puedan ser visibles para todo el grupo. Estas no deberdn ser analizadas, pues se pretende que
el estudiante por si mismo reconozca su veracidad o falsedad, después del andlisis de la

actividad posterior.

Actividad en GeoGebra

El estudiante podra utilizar la herramienta GeoGebra para analizar la grifica de algunas
funciones y para determinar su inversa. Ademds, con la informacién recabada, podrin
completar una tabla de clasificacion de funciones. Se espera que, con la informacion de la
tabla, el estudiante pueda retomar y reflexionar, por si mismo, las conjeturas formuladas, y
modifique o amplié sus argumentos.

Con ayuda de la herramienta GeoGebra grafica las siguientes funciones y realiza lo

siguiente.



Losw={; 2%

II. g(x)=x3-3x2+3x—-1
M. h(x)=-+x

IV. i(x)=¢e*
1/ 0
V. Jjx ={ x x>
J@@) X x< 0
2% x>0
Vi k(x)_{l/x+1 x< 0

1. Clasifica las funciones en: mondtonas y no monoétonas.

2. Obtén la inversa para cada una de las funciones (si es posible) y de igual forma

clasifica las funciones en: funciones con inversa y funciones sin inversa.

Con la informacion obtenida completa la siguiente tabla.

Funciones monodtonas Funciones no monotonas

Funciones con inversa

Funciones sin inversa

Con lo comprendido hasta el momento y con ayuda de la tabla, contesta las

siguientes preguntas. (Justifica mediante pruebas o contraejemplos)

3. ;Toda funcién mondtona en los reales tiene inversa?

4. ;Existen funciones no mondtonas sin inversa?

5. ;Toda funcién sin inversa es no monétona?

¢Si f es una funcion no mondtona, entonces f no tiene inversa?

Con lo aprendido hasta ahora, modifica o completa tu respuesta a la pregunta: ;qué
conjeturas puedes dar, acerca de cudndo, o cudndo no, se puede obtener la inversa
de una funciéon mondtona?

Aqui se el docente cuestionard sobre si es necesario modificar las conjeturas propuestas
anteriormente y por qué. Ademds, en caso de que los estudiantes hayan formulado nuevas
conjeturas, destacarlas. Si algunas de las conjeturas propuestas por los estudiantes son falsas,

es importante mostrar contraejemplos que permitan refutarlas.



Respecto a la actividad realizada, da un contraejemplo, distinto a los ya presentados,
a la siguiente conjetura: Si f es una funcién no monétona, entonces f no tiene
inversa

Para finalizar con la actividad cada equipo deberd construir contraejemplos (con ayuda de
GeoGebra o a ldpiz y papel), que permitan refutar la conjetura: si una funcién es no
mondtona, entonces no tiene inversa. Dichos contraejemplos serdn compartidos al resto del
grupo.

Una vez cumplida la actividad, el docente rescatard ideas principales de la actividad.

En el siguiente enlace puede ver la sugerencia del archivo en GeoGebra para esta actividad
https://www.dropbox.com/s/11s8jfuix890505/Funciones%20mon%C3%B3tonas.ggb?dI=0




Actividades para imprimir
Nombre: Fecha:

Llaves
Un estanque se llena por una de dos llaves en 4 horas y la segunda lo llena en 6
horas. ;Cudnto tiempo tardardn en llenar el estanque vacio si se abren ambas llaves
al mismo tiempo? Justifica tu respuesta.

1. ;Cuantos litros de agua aporta la llave 1 en una hora?

2. ;Qué parte del estanque se llena con la primera llave en una hora?

3. (Qué parte del estanque se ha llenado después de abrir la llave 1 durante una

hora y media?

4. ;Cuantos litros de agua aporta la llave 2 en una hora?

5. ;Qué parte del estanque se llena con la segunda llave en una hora?

6. ¢(Cudnta agua habra en el estanque si se abre solamente la llave 2 por cuatro

horas?

7. ¢(Como sera el llenado del estanque utilizando las dos llaves de forma

simultanea?

8. ¢(Qué pasaria si se abrieran las dos llaves durante tres horas?

9. ;Qué parte del estanque se llena con las dos llaves en una hora?



10. ;Cuanto tiempo deben estar abiertas las llaves, simultaneamente para que el

estanque se llene completamente?

Explorando en GeoGebra.

Utilizando GeoGebra analiza y explora el llenado del estanque a partir de la
informacion disponible y reflexiona:

11. ;Qué variables puedes identificar asociadas al problema y como las relacionas

con los ejes del plano cartesiano?

12. Coloca un punto A en el eje Y que represente la capacidad del estanque, ;Qué

valor seria adecuado para mostrar que el estanque esta lleno? ;Por qué?

13. Traza una recta perpendicular al eje Y que pase por el punto A.

14. Traza un punto B sobre el eje X pasando por 4 y una perpendicular al eje pasando

por B.

15.Marca el punto C que se encuentra en la interseccion de las dos rectas

perpendiculares. En el contexto del problema, ;Qué significado tiene ese punto?

16. ;Como representas el tiempo que tarda la segunda llave? Realiza los trazos

necesarios para mostrar el llenado por medio de la llave 2.

17. Traza el segmento i desde el origen hasta el punto C. Colorea el segmento de

azul.

18. Traza el segmento j desde el origen hasta el punto E y coloréalo de rojo.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

Coloca un punto P mdvil sobre el eje X que permita representar una cantidad de

tiempo variable.

Traza una recta k, perpendicular al eje X, que pase por el punto P. Esta

perpendicular interseca a los segmentos i y j.

Coloca un punto G en la interseccion de la recta perpendicular k con el segmento
. Traza un segmento desde P hasta G (segmento [), ;Qué representa este

segmento?

Ubica el punto P en (1, 0), en este momento, ;qué significa la posicion del punto
G?

Coloca un punto H en la interseccion de la recta k con el segmento j y traza el

segmento m desde P hasta H ;Qué representa este segmento?

Ahora se desea representar graficamente la cantidad de agua que hay en el
estanque si se usan las dos llaves de forma simultdnea para su llenado, para esto
suma las longitudes de los segmentos | y m. Introduce el siguiente texto en la

barra de entrada:

Suma=1+m

Centra tu atencidn en el resultado de la suma, ;Cudnto tiempo se necesita para
que el estanque se llene hasta un cuarto de su capacidad usando las dos llaves de

forma simultanea?



26. Coloca un punto S que represente la cantidad de agua que hay en el estanque en
una cantidad P de tiempo y muestra sus coordenadas. En la barra de entrada

escribe lo siguiente:

S=(x(P), Suma)

27. Mueve el punto P. ;Como identificas el momento en el que el tanque esta lleno?

28. Usa tu construccion para contestar: ;Cudnto tiempo deben estar abiertas las

llaves, simultdneamente para que el estanque se llene completamente?

Para profundizar
29. Obtén el lugar geométrico del punto S cuando se mueve el punto P. ;Qué

caracteristicas tiene el lugar geométrico que encontraste?

30. ;Cémo te ayuda el lugar geométrico para responder a la pregunta 27?

31. Obtén la pendiente del segmento i, ;cOmo interpretas este valor?

32. Obtén la pendiente del segmento j, ;qué significado tiene este valor?

33. Obtén la pendiente del lugar geométrico, ;Qué observas?

34. ;Cudl es la expresion algebraica que modela el llenado del estanque?



35. Grafica en tu construccion la expresion anterior, ;Cudl es la pendiente de esta

recta?

36. (Qué sucede con el lugar geométrico después de 4 horas? ;Por qué crees que

ocurre esto?



Nombre:

Fecha:

Soluciones

Agua al 5% de sal

Un tanque contiene 80 litros de agua al 5% de sal.

1. ;Qué significa la expresion “al 5% de sal”?

2. ;Qué cantidad de sal contiene cada litro de agua al 5% de sal?

3. ¢Qué cantidad de sal se tiene en 20 litros de solucion al 5% de sal? ;Y en 25

litros? ;Qué procedimiento usas para averiguarlo?

4. Completa la siguiente tabla representa las cantidades de agua y sal en una

solucion de agua al 5% de sal.

Cantidad de liquido

(en litros)

Cantidad de sal

1

5

20

40

50

80

X




En GeoGebra

10.

11.

12.

13.

(Qué variables identificas en el problema y cdmo las puedes asociar a los ejes

del plano cartesiano?

Coloca un punto A sobre el eje X para representar la cantidad inicial de
liquido (80 litros).

Traza una recta perpendicular al eje X pasando por el punto A.

Grafica la expresion algebraica que obtuviste en la pregunta 5. Observa la
grafica resultante, cambia del color de la grafica a verde para identificarla

facilmente.

Describe el tipo de grafica que obtuviste.

Marca un punto B en la interseccion de tu grafica con la perpendicular que

pasa por A, ;Qué significado tiene el punto B?

Traza una perpendicular al eje Y pasando por el punto B. Si A se encuentra

en 80, ;donde interseca esta perpendicular al eje Y?

Cambia el color de la perpendicular a azul y ndmbrala “m”.

Al mover el punto A. ;Qué cambia? ;Qué se mantiene constante?



14. ;Cambia la concentracion de sal en el agua? ;Como explicas lo que sucede?

15. Utilizando solamente la representacion grafica como referencia, ;es posible

saber cudnta sal hay en 65 litros de agua al 5%? ;Y en 32 litros?

16. Obtén la pendiente de la grafica de la expresion, ;Coémo interpretas el valor

obtenido?

Agua al 2%
1. Conbase en tu experiencia con la primera parte de la actividad, ;Qué significa

la expresion “al 2% de sal”?

2. ;Qué cantidad de sal se tiene en 15 litros de solucion al 2% de sal?

3. ¢Cdémo se puede calcular la cantidad de sal que hay en una solucion al 2% de

sal?

4. ;Cuanta agua deberd agregarse a 80 litros de agua al 5% de sal para tener

agua al 2% de sal?

Segunda exploracion en GeoGebra
5. Coloca un punto moévil C sobre el eje X a la derecha del punto A para
representar la nueva cantidad de agua, por ejemplo, si ubicamos el punto en

120, ;Qué cantidad de agua se ha agregado?

6. Traza una perpendicular al eje X que pase por C.



10.

11.

12.

13.

Marca el punto D en la interseccion de la perpendicular anterior y la recta m.

Centra tu atencion en el punto D, este nos muestra una mezcla diferente de

agua y sal, ;su concentracion de sal es mayor o menor? Explica.

Piensa que se agregan 40 litros de agua a la solucién inicial, ;Donde debes

ubicar el punto C para representar este caso particular?

Traza un segmento t desde el origen hasta el punto D, ;Cuadl es la pendiente

de ese segmento? ;Qué significa el valor de la pendiente del segmento?

(Cual es el porcentaje de sal en la mezcla cuando se agregan 40 litros de agua?

(Cuanta agua deberd agregarse para tener una mezcla al 2% de sal?

¢Cual es el comportamiento de la concentracion de sal en la mezcla, segun la

cantidad de agua que contenga?



Nombre: Fecha:

El mas veloz

1. Observa la siguiente imagen y responde.

2. De los elementos presentes en la imagen, ;cudl se mueve mas rapido?
Enlistalos de mayor a menor y argumenta tu respuesta.

3. (Qué hiciste para decidir cudl de los elementos en la imagen es el mas veloz?

4. ;Qué es velocidad?

5. Al hablar de velocidad, ;qué variables estan involucradas?

6. ¢De qué manera se puede expresar la relacion existente entre las variables?

7. ¢Coémo podemos representar geométricamente esta relacion?



8. Escribe a qué elemento de la imagen representa cada una de las siguientes
graficas. Argumenta tu eleccion.

/

‘




9. Enla siguiente tabla, se muestra la distancia que ha recorrido cada elemento
de la imagen, en los primeros segundos. Completa la tabla.

Tiempo Distancia
Caminante| Corredor | Ciclista | Antilope | Auto Avion
0 0 0
1 3 27 260
2 6 32
3 9 27 48 255
4 64 108
5 45
6 18 1560
7 21 63 112 189 595
8
Constante
de
variacion

10. Escribe qué velocidad lleva cada uno. Describe el proceso que utilizaste para
determinar la velocidad.

11. Para los pares ordenados del corredor, ciclista y el antilope y traza sus rectas
respectivas.

12. Ahora, utiliza el comando “pendiente” y los datos en la vista algebraica y
completa la siguiente tabla.

Elemento de la Velocidad Expresion .
. ) Pendiente
imagen constante algebraica
Corredor
Ciclista
Antilope




13. §Qué relacion hay entre la velocidad y la pendiente?

14. Completa la tabla siguiente

Elemento de la Velocidad Expresion .
, . Pendiente
imagen constante algebraica
Caminante
Auto
Avidn




Nombre: Fecha:

Velocidades en un biatlon
Problema. Un deportista participd en un biatlon donde se combinaron las disciplinas
de atletismo y ciclismo. El trayecto de 215 km lo recorrieron en 10 horas; de las cuales
7.5 horas viajaron en bicicleta y el resto del tiempo corriendo. Si la velocidad media
en bicicleta fue 10 km/h mayor que la velocidad media al correr, ;cudl fue la
velocidad media y la distancia recorrida en cada disciplina?

1. ¢Qué variables identificas que estdn involucradas en el problema?

2. ;Cuales condiciones identificas que se deben de cumplir para poder
encontrar la solucion al problema?

3. Abre GeoGebra, muestra los ejes coordenados y ubica un punto A en el
origen.

4. Ubica un punto B con coordenadas (7.5,0) y traza una perpendicular [ al eje X
que pase por B y sefale el segmento AB de color verde.

5. ;Qué crees que representa el segmento AB en términos del problema?

6. Ubica un punto C con coordenadas (10,0) y traza una perpendicular m al eje
X que pase por C y senale el segmento BC de color azul.

7. ¢Qué crees que representa el segmento BC en términos del problema?

8. Realiza los trazos necesarios para representar la distancia total recorrida.
¢ Qué trazos hiciste? Justifica tu respuesta.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

¢CoOmo representas la distancia recorrida en bicicleta?

Dibuja el segmento que representa la distancia recorrida en bicicleta de color
rojo y el que representa la distancia que corrieron de color amarillo.

Si el punto E se ubica en (0,50), ; Cudntos kildmetros recorrieron en bicicleta?
;Cuantos kilometros corrieron?

Si el punto E se ubica en (0,120), ;Cuantos kilometros recorrieron en bicicleta?
(Cuantos kilometros corrieron?

Ubica el punto de intersecciéon F entre las rectas ly p y muestra sus
coordenadas. ;Qué coordenadas obtuviste? ;Como interpretas esas
coordenadas en términos del problema?

Ubica el punto de interseccion G entre las rectas my n y muestra sus
coordenadas. ;Qué coordenadas obtuviste? ;Como interpretas esas
coordenadas en términos del problema?

Traza el segmento AF y dibtijalo de color morado.

Mueve el punto E. ;Qué observas que cambia?

Calcula la pendiente del segmento AF en GeoGebra, usando el comando
“pendiente”, luego mueve el punto E. ;Qué observas en la pendiente?

¢Coémo interpretas el valor de la pendiente del segmento AF en términos del
problema?



19.

20.

21.

22.

¢Como representas la velocidad media que llevaba el deportista al correr?

(Como puedes encontrar la solucion del problema con el modelo dindmico
que construiste? Explica tu respuesta.

(Cual fue la velocidad media y la distancia recorrida en cada disciplina?

(Qué pasaria si la distancia total recorrida fuera de 250 km? O bien, ;qué la
velocidad media en bicicleta fuera 6km/h menor a la velocidad media
corriendo?



Nombre: Fecha:

Experimentos con carritos
En el laboratorio de fisica se realizé una practica que involucraba el estudio del

movimiento de un carrito de control remoto.
Se efectuaron cuatro experimentos con las siguientes caracteristicas:

e) Experimento 1: el carrito inicia en la linea de salida y se desplaza a una
velocidad de seis centimetros por segundo.

f) Experimento 2: el carrito inicia a 20 cm de la linea de salida y se desplaza a
una velocidad de seis centimetros por segundo.

g) Experimento 3: el carrito inicia en la linea de salida y se desplaza a una
velocidad de ocho centimetros por segundo.

h) Experimento 4: el carrito inicia a 20 cm de la linea de salida y se desplaza a
una velocidad de ocho centimetros por segundo.
Realiza un bosquejo del comportamiento grafico donde se represente el
movimiento del carrito durante los primeros 6 segundos de cada

experimento.
A partir de los bosquejos de las graficas que realizate contesta lo siguiente:
1. ¢Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 2? ;3 y 4?

2. ;Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 3? ;2 y 4?

3. ¢Qué relaciones observas entre las graficas de los experimentos 1y 4? ;2 'y 3?



Exploracion con GeoGebra

Activa la primera parte del archivo lineal_parametros.ggb para completar la

informacion de la siguiente tabla

Descripcion del

movimiento

Grafica en GeoGebra

Formula
GeoGebra

en

El carrito estaba a 5 cm
de lalinea de salida y se
movid a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estaba a 10 cm
de la linea de salida y se
movio a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de la linea de salida y se
movid a una velocidad

de 7 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de la linea de salida y se
movio a una velocidad

de 9 cm por segundo.

El carrito estaba a 15 cm
de la linea de salida y se
movid a una velocidad

de 15 cm por segundo.

Con base en la informacion de la tabla, contesta lo siguiente:

4. En la gréfica, ;como o donde identificas el punto donde inicia el movimiento

el carrito?




5. En la gréfica, ;como o donde identificas la velocidad a la cual se mueve el

carrito?

6. Enlaférmula, ;cémo o donde identificas el punto donde inicia el movimiento

el carrito?

7. En la férmula, ;coOmo o dénde identificas la velocidad a la cual se mueve el

carrito?

8. ¢Qué sucede si se recorre en el mismo tiempo una distancia distinta?

9. ;Qué representa el valor de b en el movimiento del carrito?

10. ;Qué sucede con el experimento si aumenta o disminuye el valor de b?

11. §Qué representa el valor de m en el movimiento del carrito?

12. ;Qué sucede con el experimento si aumenta o disminuye el valor de m?

13. ;Como se comportaria la grafica cuando el valor de m y b son negativos? ;Este

fendmeno puede representar dichas condiciones? ;Por qué?

14. ;En qué otras situaciones observas una relacion entre variables como la que
se da en los experimentos del carrito? Activa ambas partes del archivo

lineal_parametros.ggb para comprobar lo anterior.



Activa la segunda parte del archivo lineal parametros.ggb para completar la

informacion de la siguiente tabla con base en las relaciones que observaste.

Descripcion  del | Grafica Férmula ¢Qué relacion hay?

movimiento

El carrito estaba a
13 cm de la linea
de salida y se
movid a una
velocidad de 7 cm

por segundo.

y=5x+13

Tiene la misma
pendiente y una

ordenada al origen

distinta.




Nombre: Fecha:

Resolviendo ecuaciones cuadraticas

En la clase de algebra 1 el profesor dejo una actividad de tarea en la que
tenian que resolver una ecuacién cuadratica. Al dia siguiente uno de los
estudiantes le dijo al profesor que no habia podido resolverla del todo, el
profesor lo pasé al pizarrdn y le pidid anotar el procedimiento que siguio

y hasta donde lleg6. El alumno escribio:

X2 =x+6
V¥ = VX ¥6
X=vx+6

Luego pidio6 a los alumnos que ayudaran a su compafiero a terminar de

resolver la ecuacion cuadratica.
También, se planted el siguiente procedimiento:

Otro de los alumnos aplicé un procedimiento distinto, el cual también

mostrd a sus companeros.
x2—x=6
x(x—1)=6
x=6, x—=-1)=6

Para ambas situaciones se formulan las siguientes preguntas:

1. ;Estas de acuerdo en el procedimiento que utilizo el alumno? ;Por qué?

2. ;Qué tipo de solucion debe de dar como resultado de la ecuacion cuadratica?



3. ;Como continuarias el procedimiento del estudiante para encontrar la

solucion a la ecuacidon?

4. Completa la siguiente tabla de conexiones entre el nimero de soluciones de la

ecuacion, valores del discriminante y grafica de una funcion.

Funcion Discriminante de la Numero de Soluciones Grafica de la
ecuacion asociada | soluciones reales de reales de la funcion
la ecuacion ecuacion
asociada asociada
fx)=x2+2x—3 2
2 x, =4
X, =-=3

f(x)=2x2—4x+6

2 X1:5_V_3
X1:5+V_3




Nombre: Fecha:

El problema del rectangulo
Si ABCD es un rectangulo tal que AB tiene una longitud de 6.5 cm, BC mide 4 cm.

M es un punto sobre el segmento AB, N es un punto sobre el segmento BC, P es un
punto sobre el segmento CD y Q es un punto sobre el segmento DA. Ademads, se
tiene que AM = BN = CP = DQ.

(Donde debe ubicarse el punto M para que el cuadrilatero MNPQ tenga la minima

area posible?
Un acercamiento dinamico usando el software de GeoGebra

1. Leer individualmente la tarea propuesta e identifica los elementos fundamentales

que ayudan a darle sentido al problema.

2. Usar el software dindmico GeoGebra para dibujar el rectdngulo ABCD utilizando
los diferentes comandos del ment (perpendicular, rotacion, circulo, etc.). Construir
de manera individual un modelo dindmico en el cual se pueda mover el punto M a

lo largo del segmento AB para generar una familia de cuadrilateros inscritos.

3. ;Qué propiedades mantiene esa familia de cuadrilateros MNPQ? ;Se obtiene el
cuadrilatero inscrito en cualquier posicion del punto M? Explicar cudl es el domino

de M para construir siempre el cuadrilatero.

4. Hallar la representacion grafica del comportamiento del drea del cuadrilatero
inscrito encontrando el lugar geométrico del punto que relaciona la posicion del
punto M sobre el segmento AB con el drea del cuadrildtero correspondiente. ;Qué

propiedades tiene la representacion grafica del drea?

5. Identificar visualmente en qué punto sobre la grafica, el drea del cuadrilatero
alcanza su valor minimo. ;Existe algtin patrén asociado con la posicién del punto

M, la longitud de los lados del cuadrilatero y el darea minima? Obtener una tabla que



muestre algunos valores del segmento AM y el area del cuadrilatero

correspondiente.

Sobre el modelo algebraico

6. ;Existe alguna relacidn entre el drea de los cuatro tridngulos que aparecen en las
esquinas de la figura, el area del rectangulo dado y el drea del cuadrilatero inscrito?
Utilizar una notacion adecuada para identificar las figuras que aparecen en la

representacion de la tarea.

)(M -
~ SR
N PeTE
pC="
s
gE - X ©

Figura 1. Representacion de la tarea.

7. Hallar una expresion para el area del cuadrilatero MNPQ. Graficar esta expresion

y discutir qué tipo de propiedades tiene.

8. Hallar la posicion del punto M para la cual el cuadrilatero MNPQ alcanza un area

minima. Comparar este valor con el obtenido previamente en el software.

9. Cambiar las dimensiones de los lados del rectdngulo inicial por a y b
respectivamente, y hallar el modelo general que describe el area del cuadrilatero
inscrito. ;Cudl es el valor de AM para que el drea del cuadrilatero inscrito tenga un

valor minimo en términos de los lados a y b del rectangulo?

10. Explorar algebraica y dindmicamente un caso en el cual el rectangulo inicial sea

cambiado por un paralelogramo.



11. Discutir qué caracteristicas del pensamiento y razonamiento matematico estan
involucradas tanto en el enfoque dindmico como en el algebraico para la solucion

del problema.

12. Identificar y comentar otras tareas o problemas que se puedan abordar con

ambos acercamientos (dindmico y algebraico).

13. Discutir maneras de usar este tipo de tareas en tus clases y proponer algunas

pautas para ayudar a tus estudiantes a trabajar con la tarea.



Nombre: Fecha:

El cambio de los parametros
En la clase del profesor Juan, se estd estudiando la grafica de la funcion:
y=ax?+bx+c

(como la variaciéon de los valores de los parametros a,b y ¢ pueden causar
diferentes cambios en la grafica original? En el pizarron se encuentra graficado

lo siguiente:

Figura 1. Grafica original traslada de y = ax® + bx + c.
Con base en la Figura 1:

1. ¢Cudl, de las siguientes opciones, es una descripcion apropiada de la traslacion
de la grafica de y = ax* + bx + c a la grafica trasladada? Explica tu respuesta de

la manera mas detallada posible.

f) Sélo cambi¢ el valor de a.

g) Solo cambio el valor de c.

h) Soélo cambi6 el valor de b.

i) Al menos dos de los parametros cambiaron. ;Cuales?

j)  No se puede generar la grafica trasladada cambiando esos parametros.

2. Qué sucede en la gréfica cuando varia el valor de a? ;Qué cambia? ;Qué se

mantiene invariante?



3. {Qué sucede en la grafica cuando varia el valor de c? ;Qué cambia? ;Qué se

mantiene invariante?

4. ;Qué sucede en la gréfica cuando varia el valor de b? ;Qué cambia? ;Qué se

mantiene invariante?

5. {Qué elementos y propiedades recuerdas de la parabola?

6. Encuentra, en GeoGebra, los elementos que mencionaste en la pregunta anterior.

7. Al variar el parametro b, ;como se comportan dichos elementos? ;Qué

relaciones identificas?

8. (Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del pardmetro a?

9. ;Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del pardmetro c?

10. ;Qué aprendiste al explorar la variacion del valor del parametro b?

11. Con base en tus exploraciones, ;mantienes tu respuesta a la pregunta 1? En

caso de que no sea asi, ;cuadl es tu nueva respuesta? Explica detalladamente.



12. Con base en el analisis de las preguntas anteriores, completa la siguiente
tabla:

Ecuacion de la parabola Ecuacion del lugar geométrico que

describe el vértice al variar el parametro
b

y =2x?> —5x+3

y=—-x2-2x+5

y—7.7=-0.1x% - 6.3x

-3 2+64+9
y—10x . 5X

48
y=?x2—4+10x

13. ;COmo llegaste a los resultados?



Nombre: Fecha:

Torneo de golf

Carlos es un golfista profesional que participd en el famoso torneo anual
masculino British Amateur de Reino Unido, donde realizd un tiro el cual durd
en el aire 7 segundos. Se tomaron algunas fotografias cuando la pelota estuvo

en el aire (figuras 1, 2 y 3).

Figura 1. Fotografia 1. Figura 2. Fotografia 2. Figura 3. Fotografia 3.

Con estas fotografias se hizo una recreacion de la trayectoria completa del tiro de

Carlos, la cual se muestra en la Figura 4.

Figura 4. Recreacion de la trayectoria completa.

1. Con base en los datos y las imagenes proporcionadas, ;Cual es la altura

maxima que alcanzd la pelota? Justifica tu respuesta.

2. ;Qué tipo de trayectoria siguio el tiro?



3. ¢(Qué relaciones matematicas identificas en la Figura 4, respecto al tiro de

Carlos?

4. Con ayuda de GeoGebra, explora y analiza la trayectoria del tiro de la pelota,

obtén la altura maxima alcanzada y describe tu procedimiento.

5. (Qué tipo de funcion puede modelar la trayectoria de la pelota?

6. ;Cudl crees que es la funcién?

7. Con base en la funcion que encontraste, ;Cudl es la altura maxima alcanzada

y a los cuantos segundos sucedi6?

8. Si se hubiera sacado una fotografia a los 2 segundos, ;A qué altura estaria la

pelota?

9. En el torneo, otro golfista también hizo un tiro que dur6 7 segundos en el
aire. Se tomo una fotografia en el primer segundo de lanzamiento y la pelota
estaba a 4.5 metros del suelo. ;Cudl fue la altura maxima alcanzada en la

trayectoria de esta pelota?



Nombre: Fecha:

El problema de los postes telefonicos
Dos postes telefonicos estan separados 10 m; sus longitudes son 3 y 5 metros,
respectivamente. A manera de soporte, un cable que une la parte superior de los
postes se sujetara a un punto en tierra, localizado sobre la recta que los une. ;Dénde
debe situarse el punto sobre el suelo, de tal manera que la longitud del cable sea

minima?

Un acercamiento dinamico con GeoGebra

1. ;Cuadles son los elementos fundamentales que ayudan a entender el problema?

2. Bosqueja un esquema que represente el problema.

3. Construye un modelo dindmico en GeoGebra que te permita mover el punto P

(punto en tierra) sobre la recta que une los postes.

Comentar el proceso de construccion.

4. ;Qué sucede con la longitud del cable cuando la posicion del punto P cambia?

5. Hallar la representacion grafica que relacione la posicion del punto P sobre la recta
que une los postes en tierra con la longitud del cable correspondiente ;Qué

propiedades tiene la representacion grafica de la longitud?

6. Identificar visualmente en qué punto sobre la grafica la longitud del cable es

minima.



7. Obtener una tabla que muestre la longitud del cable para diferentes posiciones del

punto P e identificar cudndo la longitud del cable alcanza el valor minimo.

8. ¢(De qué manera es posible encontrar el valor minimo de la longitud del cable?

Un acercamiento con Excel
¢Como puede determinarse la distancia entre el extremo superior de un poste y el

punto P?

9. ¢(Cudles datos necesitas conocer para encontrar la longitud del cable?

10. ;Existe un valor del cual dependa la longitud del cable?

11. ;De qué manera se puede relacionar y organizar la informaciéon que se

proporciona en el problema para encontrar la longitud del cable?

12. Realiza una hoja de cdlculo en Excel que permita conocer la longitud del cable a
partir de un valor del cual dependan todos los demds datos necesarios. Recuerda
que en Excel es posible escribir formulas en las que se haga referencia a celdas

especificas.

13. Encuentra la posicion del punto P para la cual la longitud del cable es minima.

Comenta como lo localizaste.

Otras posibles soluciones
14. ;De qué otra manera podemos encontrar la posicion que debe tener el punto P

para que longitud del cable sea minima?



Nombre: Fecha:

Inversiones bancarias
Un banco brinda a sus clientes preferentes una opcion de inversién a plazo, la cual
consiste en que si el cliente invierte mas de $20,000, entonces el banco le ofrece una
tasa de rendimiento del 5% de interés anual sobre la cantidad excedente a los $20,000
de requisito. Un empresario vio atractiva esta inversion y decide invertir $60,000 a

un plazo de 10 anos.

1. Elabora una hoja de cdlculo en donde se muestre el comportamiento de la

inversion en cada afio transcurrido.

2. Con base en la informacion de la tabla, responde las siguientes preguntas:

a) ;Cuanta cantidad hay de excedente en el primer afio?

b) ¢En el segundo afio?

) ¢En el sexto afio?

d) ;Cuéanto hay de excedente al finalizar el plazo?

e) (Cual es la cantidad total que espera obtener el empresario al terminar el plazo?

f) El empresario observa que en el primer afio su inversiéon aumento $2,000. Por lo
tanto, le indica al ejecutivo del banco que mejor invierta su dinero a un plazo de 20
anos pues desea que su inversion crezca hasta $100,000. ;Es correcto el razonamiento

del empresario? ;Por qué?



g) El empresario le pregunta al ejecutivo del banco de qué manera puede calcular el
monto total que tendria segin el nimero de anos de inversion. ;Qué respuesta le

darias ta? ;Por qué?
é q

h) Bosqueja una grafica de la situacion.

3. Grafica la funcidon correspondiente a esta situacion en GeoGebra. Observa y

comenta qué pasa cuando:

a) La tasa de rendimiento (%) es modificada.

b) El requisito de $20,000 en la inversion se cambia.

4. En el tiempo t = 0 una especie de tortuga es liberada en un estanque. Cuando t =
4, un bidlogo determina que hay 300 tortugas en el estanque. Tres afos después hay

450 tortugas. Sea P la poblacién de tortugas en el afio t:

a) Encuentra una féormula para P = f(t) asumiendo un crecimiento lineal. Interpreta

los parametros de la férmula en términos de la poblacion de tortugas.

b) Encuentra una féormula para P = g(t) asumiendo un crecimiento exponencial.

Interpreta los pardmetros de la férmula en términos de la poblacién de tortugas.

c) Con base en su experiencia el bidlogo estima que cinco afos después (t = 12)
habra 900 tortugas en el estanque. ;Cual modelo se ajusta mejor a la estimacion del

biologo? ;Por qué?



5. Considera la férmula general de la funcion exponencial y explora en GeoGebra el
efecto de la variacion de los parametros a, b y c. Comenta y justifica como afecta a la

grafica la variacion del valor de cada uno de los pardmetros.

6. Las siguientes férmulas representan la poblacion (en miles) de cuatro diferentes
ciudades A, B, Cy D. Describe en palabras como estas poblaciones estan cambiando
a lo largo del tiempo e interpreta los parametros de la formula en términos de la

poblacion.

P, = 200 + 1.3t

Py = 270(1.021)¢

P, = 150(1.045)¢

Pp = 600(0.978)*



Nombre: Fecha:

Distancia entre el sol y los planetas
Se sugiere a ver el video de la siguiente pagina
https://www.youtube.com/watch?v=Wj2-xxovArQ.

Con los siguientes datos aproximados de las distancias de los planetas al sol realiza

las tareas propuestas.

Planeta Distancia media del Sol
1 Mercurio 57 910 000 km
2 Venus 108 200 000 km
3 La Tierra 146 600 000 km
4 Marte 227 940 000 km
5 Japiter 778 330 000 km
6 Saturno 1429 400 000 km
7 |Urano 2 870990 000 km
8 Neptuno 4 504 300 000 km
9 Pluton® 5934 456 500 km

Aunque Proxima Centauri es la estrella mas cercana al Sol, 4,2 afios luz sigue siendo
una distancia extraordinaria para una nave espacial, que tendria que recorrer 40
billones de kilémetros (40 000 000 000 km).

Nota en la escala inglesa el un billon es igual a 1 * 10°


https://www.youtube.com/watch?v=Wj2-xxovArQ

a) Con la informacion que se proporciona escribe completa la tabla donde expreses

las distancias en millones de kilometros, por ejemplo, la distancia de Mercurio es

57.91 * 10° millones de kildémetros.

Planeta
Mercurio
Venus
La Tierra
Marte
Jupiter
Saturno
Urano

Neptuno

O | 0 3| & G| = W DN =

Plutén*

Centauri

Distancia media del Sol
57 910 000 km 57 * 10°
108 200 000 km
146 600 000 km
227 940 000 km
778 330 000 km

1429 400 000 km

2 870990 000 km

4 504 300 000 km

5934 456 500 km

40 000 000 000 km

1. ;Qué significado tiene escribir el diez elevado a un numero cuando esta

multiplicando a otro?

b) Dibuja una recta numérica en la que cada centimetro corresponda a mil millones

de kilometros y localiza sobre ella donde se ubican aproximadamente los nueve

planetas Mercurio, Venus, Tierra, Marte, Jupiter y Saturno.

2. En la recta numérica que acaba de dibujar ;Qué distancia representa la quinta

division de la recta numérica?

3. ;Qué longitud tiene la recta numérica que dibujaste para localizar los nueve

planetas?



4. Con la escala anterior: ;Cuanto tendria que medir la recta numérica para poder

localizar sobre ella la estrella Centauri?

c) Dibuja otra recta numeérica en la que la primera division (de un centimetro de
longitud) corresponda a 10 millones de kilometros la segunda divisiéon a 102
millones de kilometros y asi sucesivamente y localiza sobre ella donde se ubican

aproximadamente los nueve planetas y la estrella Centauri.

5. En la recta numérica que recién dibujaste ;Qué distancia representa la quinta

division?

6. ;Cudl es la diferencia entre la escala de la recta en la que cada centimetro

corresponda a mil millones de kilémetros y la de esta dada con 10™?

En la recta numérica que realizaron anteriormente se ubican aproximadamente las
distancias de los planetas entre escalas de diez a una potencia con numero entero
10%, por ejemplo, la estrella Centuri cuya distancia al sol es de 40 000 millones de
kildmetros la ubicamos muy cerca de 10°. Para conocer la potencia exacta a la que
debemos elevar 10 para tener como resultado los 40 0000 millones de kilémetros

usamos la operacion opuesta al exponente que es la funcion logaritmo.

log(40 000) = 4.60205999132796
Es decir que 10*60205999132796 — 40 000



d) Usando la calculadora complete la tabla de los valores de x con los que es elevado

10 para tener las distancias mas exactas de los planetas al sol.

Planeta | Distancia Log(x) Log(x) 10*
Mercurio | 57 910 000 Log 57910000 |7.76275356 | 107-7623356
Venus 108 200 000
La Tierra | 146 600 000
Marte 227 940 000
Jupiter 778 330 000
Saturno | 1429 400 000
Urano 2 870990 000
Neptuno | 4 504 300 000
Plutén 5934 456 500




Usar GeoGebra como herramienta para analisis

e) Con ayuda de la calculadora calcula f(x) = 10* y g(x) = logx (el logaritmo es
base 10) con los valores de x igual a 1/10, 1/5, 1/4, 1/2, 3/2, 5/6, 1,1 % para f(x)y con
los valores de x igual a 1/10, 1/4, 1/2, 1, 2, 5, 10 y 18 para g(x). Escribe los pares

ordenados que corresponden a los puntos de cada funcion.

f(x) = 10* g(x) =logx

1 1 1 1
— ] = 10 _— 10
f<10) 10 (10' 10 )

f) Grafica en GeoGebra los puntos de f(x) y g(x) que calculaste.

7. ¢Encuentras alguna relacion entre las coordenadas de la funcion f(x) y las de la

funcidén g(x)?

8. ;Qué propiedad cumplen las funciones inversas respecto a la funcién identidad?

g) Define las funciones f(x), g(x) y h(x)=x en GeoGebra. Recuerda que para definir la

funcién logaritmo sera con base 10.

h) Coloca un punto A sobre h(x). Este punto que se encuentra sobre la funcién
identidad nos ayuda a ver de forma mas clara la relaciéon entre las funciones

exponencial y logaritmo.

i) Agrega una recta perpendicular al eje x y otra al eje y usando el punto A de la

funcion h.

j) Localiza los putos de interseccion de las rectas perpendiculares a los ejes y las

funciones exponencial y logaritmo respectivamente.



k) Visualiza los valores de los puntos de interseccion con la grafica de las funciones
£y 8()-

1) Mueve el punto A y analiza las coordenadas de los puntos de intersecciéon B y C.

10. ;Cémo son las coordenadas de las funciones entre si?



Nombre: Fecha:

Horas de luz solar
En el afio 2015, en la ciudad de Monterrey, el dia mas largo ocurre el 21 el junio (con
trece horas cuarenta y dos minutos de luz solar) y el dia mas corto es el 21 de
diciembre (con diez horas y treinta minutos de luz solar). Los equinoccios, que son
los dias en que la longitud del dia y la noche son aproximadamente iguales a 12

horas, suceden el 21 de marzo y el 21 de septiembre.

En la siguiente tabla se registraron los datos anteriores de las horas de luz solar que

hubo en el dia 21 de cada mes en la ciudad de Monterrey.

Tabla 3. Horas de luz solar en el afio 2015 en la ciudad de Monterrey, México.

Mes Horas de luz solar

Enero

Febrero
Marzo 12.10
Abril
Mayo
Junio 13.77

Julio

Agosto
Septiembre | 12.10
Octubre

Noviembre
Diciembre | 10.5

1. Con ayuda de GeoGebra, grafica los datos obtenidos en la tabla anterior.

2. ;Cuadl variable asocias al eje horizontal? ;Por qué?

3. (Cuadl variable asocias al eje vertical? ;Por qué?

4. ;Qué tipo de funcion crees que representan los puntos graficados? ;Por qué?
5. Escribe la funcion que crees que representan esos puntos.

6. ;Cudl crees que sea el comportamiento de los dias 21 de cada mes del afio 2016?



7. Con ayuda de los datos que se proporcionan en la pagina www.sunrise-and-

sunset.com, completa la Tabla 1 y grafica en GeoGebra los nuevos datos obtenidos.

8. Con base en la ultima grafica, ;mantienes tu propuesta a la pregunta 4?

SI NO ¢Por qué?

9. En caso de que tu respuesta haya cambiado, ;cual es el tipo de funcion que

representan los puntos de la altima grafica?
10. ;Cuaéles son los parametros de la funcién que encontraste?

11. En GeoGebra, grafica la funcion que propones y asigna un deslizador a cada uno

de sus parametros.

12. Varia los valores de los deslizadores hasta encontrar la grafica que pasé por todos

los puntos. ;Qué valor obtuviste para cada parametro?

13. Abre el archivo de GeoGebra “Horas de luz solar”. En él se encuentran graficadas
funciones que tal vez puedan pasar por todos los puntos. Explora las diferentes
opciones y escribe el valor de los pardmetros a, b, c y d que encontraste para que la

funcién se aproxime a los datos.

a: b: C: d:

14. En la funcion ;qué encontraste?

a. ;Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador a?
b. ¢Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador b?
c. (Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador c?

d. ;Qué sucede en la grafica cuando se mueve el deslizador d?


http://www.sunrise-and-sunset.com/
http://www.sunrise-and-sunset.com/

15. En la Tabla 2 se muestran las horas de luz solar que hubo en el dia 21 de cada

mes del afo 2015 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Tabla 4. Horas de luz solar en el afio 2015 en la ciudad de Buenos Aires, Argentina.

Mes Horas de luz solar
Enero 14.03

Febrero 13.06

Marzo 12.06

Abril 10.98

Mayo 10.15

Junio 9.8

Julio 10.13

Agosto 10.96
Septiembre | 12.03
Octubre 13.1

Noviembre | 14.03
Diciembre | 14.43

Encuentra, sin uso de GeoGebra, la funcion que representa estos datos.

16. Grafica en GeoGebra la funcion que encontraste en el inciso anterior en la
grafica que obtuviste en la pregunta 7.

17. §Qué observas en las graficas?

18. Completa la siguiente tabla comparando los resultados obtenidos de los

datos de Monterrey y Buenos Aires.

Diferencias Semejanzas

Expresion

algebraica

Grafica

Justifica cada una de las diferencias y semejanzas que encontraste



19. Con base en lo observado, ;Cuantas horas de luz habra el dia 21 de diciembre

del 2018 en la ciudad de Monterrey? Justifica tu respuesta

20.Ve el video: https://www.youtube.com/watch?v=VBLxGv320Ws&t=50s y

responde

c. (Quérelacion tiene el contenido del video con lo que traté la actividad?
d. Escribe dos ciudades, de otros dos paises que tengan un
comportamiento similar a la ciudad de Monterrey, México observado

en esta tarea.


https://www.youtube.com/watch?v=VBLxGv32OWs&t=50s

Nombre Fecha

Funciones monoétonas
Composicion de funciones y funciones inversas

1. Las siguientes funciones seran empleadas en los incisos a, by ¢
V. f(x)=x?
VL. gx) = i
VII.  h(x) = x% + 4x
VIL  i(x) =vx—1

a) Obtén el dominio y rango de las funciones descritas en 1.

b) Obtén las siguientes composiciones de funciones. Para los casos en los que no
sea posible realizar la composicidn, explica por qué no se puede.
* feg

° goh
° goi
e holi
° iof

c) Encuentra la funcién inversa para cada una de las funciones descritas en 1
verifica tus resultados
En caso de que no sea posible determinar la inversa de una funcion, explica por qué
no es posible.



Funciones monotonas y sus graficas

Analiza las siguientes funciones a través de su tabla y graficalas en los recuadros.

a) x | f(x)
fiR—R -1 -1
feo={5 % 0o o
1 1
4 4
6 4
b) x | f(x)
R — R, _
f(x) = x? i ;L
0 0
1
2 4
c) x | f(x)
TR — R,
fo) =—x3 i ?
0 0
1 -1
2 -8
d) x | f(x)
f: R — R, ) -4
fx) = x3 +x? 1 0
-0.5 | 0.125
0 0
2 12
e) x| fx)
f:R— R* _
0 = 2% 2 [025
-1 0.5
0 1
1 2
2 4




De acuerdo con las tablas y graficas de las funciones, contesta lo siguiente.

1. ¢En cudles funciones se observa el siguiente comportamiento: si x < y, entonces si

f(x) < f(y) para todo x y y del dominio?

2. ;En cudles funciones se observa el siguiente comportamiento: si x < y, entonces si

f(x) = f(y) para todo x y y del dominio?

3. ¢En cudles funciones se observan ambos comportamientos?

4. De acuerdo con tus respuestas y a la siguiente informacion construye la definicion

de funcion monétona.

Las funciones de los incisos a), c), e) son funciones mondtonas.
Las funciones de los incisos b) y d) son funciones no
mondtonas.

5. Modifica el dominio de las funciones no monodtonas de la tabla anterior para

convertirlas en funciones mondtonas.



Dadas las siguientes graficas de funciones, determina cudles de ellas corresponden

a funciones mondtonas y cudles no.

=2 =1 b 1

-2

15

10

v

Funciones monotonas y sus inversas

Determina la funcion inversa para cada una de las funciones del ejercicio 2 y verifica
tus resultados. Contesta lo siguiente.

5. ¢Para cuales funciones si fue posible determinar su inversa?

6. ¢Para cudles funciones no fue posible determinar su inversa?

7. (Crees que el hecho de que una funcién sea monoétona o no, influya en la

existencia de su inversa? ;Por qué?



8. Respecto a la reflexion anterior ;qué conjeturas puedes dar, acerca de cuando,

o cudndo no, se puede obtener la inversa de una funciéon monotona?

Actividad en GeoGebra

Con ayuda de la herramienta GeoGebra grafica las siguientes funciones y realiza lo

siguiente.
(5 x>5
VIL  f(x) = {x T2
VIL gx)=x3-3x2+3x—-1
IX. h(x)= i +x
X i(x)=e*
1 >0
XL j(x) = { x X
J@) X x<0
2% x=0
XL k() = {1/x+1 x< 0

1. Clasifica las funciones en: mondtonas y no monoétonas.

2. Obtén la inversa para cada una de las funciones (si es posible) y de igual forma

clasifica las funciones en: funciones con inversa y funciones sin inversa.

Con la informacion obtenida completa la siguiente tabla.

Funciones mondtonas Funciones no mondtonas

Funciones con inversa




Con lo comprendido hasta el momento y con ayuda de la tabla, contesta las
siguientes preguntas. (Justifica mediante pruebas o contraejemplos)

3. ¢ Toda funcién mondtona en los reales tiene inversa?

4. ;Existen funciones no mondtonas sin inversa?

5. ;Toda funcién sin inversa es no monotona?

¢Si f es una funcion no mondtona, entonces f no tiene inversa?

Con lo aprendido hasta ahora, modifica o completa tu respuesta a la pregunta: ;qué
conjeturas puedes dar, acerca de cuando, o cuando no, se puede obtener la inversa

de una funcién monétona?

Respecto a la actividad realizada, da un contraejemplo, distinto a los ya presentados,
a la siguiente conjetura: Si f es una funcion no monétona, entonces f no tiene

inversa
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