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Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es un par U,V de
abiertos disjuntos no vacios de X cuya unién es X. El espacio X se dice que
es conexo si no existe una separacién de X.




Sea X un espacio topolégico. Una separacion de X es un par U,V de
abiertos disjuntos no vacios de X cuya unién es X. El espacio X se dice que
es conexo si no existe una separacién de X.

Otro modo de formular la definicién de conexién es la siguiente: Un espacio
X es conexo si, y solo si, los unicos subconjuntos de X que son abiertos y
cerrados en X son el conjunto vacio y el propio X.




Para un subespacio Y de un espacio topoldgico X existe otra manera
alternativa de formular la definicién de conexidad.




Para un subespacio Y de un espacio topoldgico X existe otra manera
alternativa de formular la definicién de conexidad.

Si Y es un subespacio de X, una separacion de Y es un par A, B de
conjuntos no vacios y disjuntos cuya unién es Y de modo que

ANB=0yBnA=0.

El espacio Y es conexo si no existe una separaciéon de Y.
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Ejemplos

]

Q

.- Sea X un conjunto dotado de la topologia indiscreta. No existe una
separacién de X, luego X es conexo.

.- Sea Y el subespacio [—1,0) U (0, 1] de la recta Real R. Los conjuntos
[-1,0) y (0, 1] son no vacios y abiertos en Y y, de esta forma,
constituyen una separacién de Y.

.- El conjunto de los ntimeros racionales Q no es conexo con la
topologia usual.

.- Conjunto numerable con la topologia cofinita.
- Sea X = {x € Z" |z > 2} junto con la topologia generada por los
conjuntos de la forma U, = {z € Z" |z divide a n}

-~ (0,1) es conexo con la topologia usual, ;Lo es también con la
Topologia limite inferior?
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Si los conjuntos C y D forman una separacién de X, y ademds Y es un
subespacio conexo de X, entonces Y estd contenido o bien en C, o bien en
D.
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Sea A un subespacio conexo de X. Si A C B C A, entonces B es también
conexo.

En otras palabras: si B se forma afiadiéndole a A alguno o todos sus puntos
limite, entonces B es conexo.

Demostracion

Sean A y B subconjuntos de X tales que A C B C A. Supongamos que

B = CUD es una separaciéon de B. Por el Lema ..., el conjunto A verifica
A C C o A C D; supongamos que A C C. Entonces A C C. Como C y D
son disjuntos, B no puede intersecar a D. Esto contradice el hecho de que
D es un subconjunto no vacio de B.

Conexos



Teorema

La imagen de un espacio conexo bajo una funcién continua es un espacio
COnexo.
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Sea f: X — Y una funcién continua y supongamos que X es conexo.
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Sea f: X — Y una funcién continua y supongamos que X es conexo.
Queremos probar que que el espacio imagen Z = f(X) es conexo. Como la
funcién obtenida de f al restringir su rango al espacio Z es también
continua, es suficiente considerar el caso de una funcién continua y
sobreyectiva

g: X —Z




La imagen de un espacio conexo bajo una funcién continua es un espacio

conexo.

Demostracion
Sea f: X — Y una funcién continua y supongamos que X es conexo.
Queremos probar que que el espacio imagen Z = f(X) es conexo. Como la
funcién obtenida de f al restringir su rango al espacio Z es también
continua, es suficiente considerar el caso de una funcién continua y
sobreyectiva

g: X —Z
Supongamos que Z = A U B es una separacién de Z. Entonces
X=gY)=9g"'(AUB) =g '(A)Ug '(B). Ademis son abiertos en X,
pues g es continua, y no vacios, porque g es sobreyectiva. De esta forma,
constituyen una separacién de X, contradiciendo la hipétesis de que X era

conexo.




Ejercicios

@ Sean 7 Y 7" dos topologias en X. Si 7* C 7 ;Qué puede decir la
conexién de X respecto de una topologia y respecto de la otra?

@ Sea {A,} una sucesién de subespacios conexos de X tales que
{A.} N {A, + 1} # 0 para cada n. Demuestre que {UA,} es conexo.
@ Sea {A.,} una coleccién de subespacios conexos de X y A un
subespacio conexo de X. Demuestre que si A N A, # () para todo «,
entonces A U (UA.} es conexo.
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